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PRATARME 


Hugo Šteinhauzo knyga „Matematinis kaleidoskopas“ yra vie- 
na iš plačiausiai žinomų matematikos populiarizacijos knygų. 
Pasirodžiusi prieš pat antrąjį pasaulinį .karą lenkų ir anglų 
kalbomis, ji susilaukė skaitytojų dėmesio. Knyga išversta 
į daugelį kalbų: vokiečių, rusų, čekų, vengrų, japonų ir kitas. 
Skaitytojui pateikiamas vertimas iš 1959 m. vokiškojo leidi- 
mo, kuris, palyginus su pirmuoju prieškariniu knygos va- 
riantu, yra dvigubai didesnis tiek iliustracijų, tiek ir teksto 
apimtimi. 

Pats autorius pratarmėje vokiškajam leidimui rašė: „Tai 
iliustruota knyga, о ne matematikos vadovėlis nei elementa- 
riąja, nei aukštąja prasme. Jos tikslas — vaizdžiai parodyti 
šio mokslo esmę: kur negalima išsiversti be paaiškinimų, yra 
tekstas, bet jį reikia laikyti tik iliustracijų komentarais“. 

Taip iš tikrųjų ir yra. Pagrindą sudaro iliustracijos, mo- 
delių fotografijos ir brėžiniai, kurių daugiau kaip trys šimtai. 
Remiantis jais, formuluojami ir aiškinami įvairūs matemati- 
kos mokslo faktai, akivaizdžiai aiškinamos įvairių matema- 
tinių teorijų pagrindinės sąvokos, iškeliamos problemos, 
nurodomi jų sprendimo būdai, konstatuojami žinomi matema- 
tiniai faktai, taip pat formuluojamos problemos, kurių spren- 
dimas dar nėra žinomas. Ir visa tai atliekama patrauklia for- 
ma, remiantis realioje tikrovėje iškylančiais konkrečiais 
uždaviniais. 

Reikia pastebėti, kad knyga nėra skirta pramogai. Ją rei- 
kia skaityti rimtai, atsidėjus. Taip yra dėl to, kad joje patei- 
kiama labai daug eiliniam skaitytojui (ne matematikui) naujos 
informacijos. Knygoje paliečiama labai daug įvairių matemati- 
kos mokslo sričių. Smalsus skaitytojas čia ras žinių apie skai- 
čius, lošimų teoriją, apie topologiją, tikimybių teoriją, įvai- 
rias kreives, paviršius ir kt. Nemažai vietos skiriama įvairiems 
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galvosūkiams, įdomiems uždaviniams, kurie gana lengvai su- 
prantami be didesnio specialaus matematinio pasiruošimo. 

Plačiau šios knygos turinio neįmanoma nušviesti trumpoje 
pratarmėje. Norint jį sužinoti, reikia perskaityti pačią knygą. 
Kantriam ir smalsiam skaitytojui tai suteiks daug malonumo 
ir žinių. 

Pasak autoriaus, „Matematinio kaleidoskopo" tikslas — pa- 
rodyti, kad: ,,1. Matematikos objektas — tikrovė, o ne fanta- 
zija ir 2. Matematika yra universali, ir joks dalykas jai ne- 
svetimas". 

Ši knyga į lietuvių kalbą išversta, norint suteikti galimybę 
plačiam skaitytojų ratui susipažinti su ja. Tikimės, kad ji bus 
naudinga matematikos mokytojams bei matematika besido- 
mintiems skaitytojams ir dar labiau padidins jaunimo susi- 
domėjimą matematiniais mokslais. 


P. Survila 


TRIKAMPIAI 
KVADRATAI 
LOSIMAI 


Iš keturių 1 paveiksle pateiktų lentelių galime sudaryti kvad- 
ratą arba lygiakraštį trikampį, priklausomai nuo to kelsime 
rankeną aukštyn ar leisime žemyn. 


1 pav. 


Norėdami padalyti kvadratą į du kvadratus, nusibraižome 
statųjį trikampį (2 pav.). Kad įsitikintume, jog didysis kvad- 
ratas lygus abiejų mažųjų sumai, supiaustykime vidurinį 
kvadratą per centrą vertikale ir horizontale į keturias dalis 
ir, jų nesukdami, perkelkime jas į didžiojo kvadrato kampus. 
Likusi neužpildyta didžiojo kvadrato dalis bus lygi mažajam 
kvadratui. Kad tą patvirtintume, reikia tik pastebėti, jog 
a=b+c. Taip įrodyto teiginio prasmė bus aiški, išnagrinėjus 
trikampį, kurio kraštinių ilgiai 3, 4 ir 5 (3 pav.). Matome, 
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kad 9+16=25. Statuji kampą galima nubrėžti 12 cm ilgio 
siūlu, turinčiu mazgus, tarp kurių atstumai yra 3, 4 ir 5 cm. 

Tą pačią stačiojo trikampio savybę galime patvirtinti іг be 
kvadratų (4 pav.). 

Jeigu ant trikampio, kurio vienas kampas lygus 60“, kraš- 
tinių nubraižysime po lygiakraštį trikampį (5 pav., a ir b), 
tai duotojo trikampio ir nubraizytojo ant kraštinės prieš 60° 
kampą plotų suma lygi kitų dviejų nubraižytųjų trikampių 
plotų sumai. ; 


Norėdami nubraižyti lygiakraštį trikampį, galime imti bet 
kokį trikampį (6 pav.) ir jo kampus padalyti į tris lygias da- 
lis. Mažasis vidurinysis trikampis bus lygiakraStis. Катра 
į tris lygias dalis galima padalyti gana tiksliai: pirmiausia 
padalijame jį pusiau (7 pav.), po to nubrėžiame vienos pusės 
stygą ir ją padalijame į tris lygias atkarpas. Tuomet iš kam- 
po viršūnės einantis ir du trečdalius stygos atkertantis spin- 
dulys atkerta ir trečdalį kampo. Ši konstrukcija yra, be abejo, 
tik apytikslė. 


7 pav. 
8 


Neribotą plokštumą lengva pilnai padengti įvairaus didu- 
mo kvadratais (8 pav.). Labai įdomi problema — stačiakampio 
padalinimas į skirtingo didumo kvadratus. 9 paveiksle mato- 
me tokius kvadratus; iš viso jų devyni, o kraštinių ilgiai 
tokie: 1, 4, 7, 8, 9, 10, 14, 15, 18. 

Uždavinys. Iš šių kvadratų reikia sudaryti stačiakampį. 
Tai paprasčiausias pavyzdys, kaip stačiakampį galima pada- 
lyti į skirtingo dydžio kvadratus. Mažiau kaip į devynis skir- 
tingus kvadratus padalyti negalima. 


8 pav. 


Kvadratą galima padalyti vien tik į įvairaus dydžio kvad- 
ratus. Vienas paprasčiausių atvejų pateiktas (10 pav.). 
24 kvadratų kraštinių ilgiai yra tokie: 1, 2, 3, 4, 5, 8, 9, 14, 
16, 18, 20, 29, 30, 31, 33, 35, 38, 39, 43, 51, 55, 56, 64, 81. Ar 
galima kvadratą padalyti į mažiau kaip 24 skirtingo dydžio 
kvadratus? 

Norėdami iš bet kokio trikampio išpiauti tokį trikampį, 
kurio plotas būtų septynis kartus mažesnis už pirmojo tri- 
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9 pav. 


kampio plota, padalijame to trikampio kraStines santykiu 1:2 
ir gautus taškus sujungiame su priešingomis viršūnėmis 
(11 pav., a); raudonasis plotas viduryje yra septintadalis viso 
trikampio ploto. Įrodymui panaudosime gretimą figūrą; pilkai 
geltonos 6 dalys yra raudonajam trikampiui kongruentūs tr1- 
kampiai, kurių kiekvienas kongruentus viduriniam raudona- 
jam kairiosios figūros trikampiui. Taigi turime 7 kongruen- 
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10 pav. | 


11 pav., a 11 pav., b 


čius trikampius. Kadangi 6 geltonuosius trikampius galima 
sutapatinti su 6 mėlynaisiais, pažymėtais atitinkamai tais pa- 
čiais numeriais, tai septynių kongruenčių trikampių plotų 
suma lygi didžiojo trikampio plotui. 

Paprasčiausiu plokštumos padalijimo į lygius kvadratus 
pavyzdžiu gali būti įvairių lošimų lenta (12 pav.). Tokioje 
devynių laukelių šachmatų lentoje (13 pav.) dviese gali 
lošti —,,Тгуѕ vienoje eilėje“. Vienas lošėjų turi tris baltas, о 
antras tris juodas šaškes. Jie deda jas pakaitomis į laisvus 
kvadratėlius, o kai visos šešios šaškės. jau išdėstytos, kiek- 
vienas lošėjas gali eiti į gretimą kvadratą, tik ne įstrižainės 
kryptimi. Laimi tas, kuris pirmas išdėsto savo šaškes hori- 
zontalioje, vertikalioje eilėje arba įstrižainėje. Pirmasis lošė- 
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12 pav. 13 pav. 
jas tikrai laimės, jeigu jis visų pirma užims vidurinį laukelį 
e ir sumaniai loš toliau. Kadangi, baltosioms užėmus laukelį 
e, juodosios atsakyti gali tik 2 būdais: arba užimti vieną kurį 
kampinį laukelį, arba vieną vidurinįjį tarp dviejų kampinių. 
Jeigu juodosios užima laukelį a, tai baltosioms geriausiai 
užimti kvadratą h, o juodosioms beliks tik vienas kelias — 


14 pav. 


12 


15 pav. 


16 pav. 


i b; tuomet baltosios turi užimti c, kas verčia juodąsias eiti 
į langelį g. Kitais dviem ėjimais baltosios slenka iš e į f ir 
iš h į i, ir laimi. Tačiau jeigu pirmoji juodoji šaškė yra lau- 
kelyje b, tai baltajai reikia užimti kvadratą g, antroji juo- 


13 


doji. šaškė slenka į с, baltoji į a, o trečioji juodoji šaškė turi 
užimti laukelį d; tada baltosios slenka iš g į h ir iš h į і, ko 
c laukelyje esanti juodoji šaškė negali sutrukdyti. Jeigu pra- 
dedantysis lošėjas negali užimti langelio e, tai, abiem partne- 
riams sumaniai lošiant, partija baigiama lygiosiomis. 

Lošiant šachmatais, pasitaiko situacijų, kuriose galima tiks- 
liai apskaičiuoti partijos rezultatą. Pavyzdžiui, baltieji laimi 
dr. J. Bergerio baigmėje (14 pav.), jeigu jie pradeda ėjimu 
Db1 — b8. Juodiesiems teisingai ginantis, baltieji pralaimi, 
jeigu jie eina kaip nors kitaip. Tačiau jeigu baltieji pradeda 
anksčiau minėtuoju ėjimu ir toliau teisingai lošia, tai po aš- 
tuonių ėjimų įgyja aiškią persvarą. Kai kurios baigmės yra 
išgarsėjusios sumaniai paslėptu sprendimu. Pavyzdžiui, ne- 
lengva rasti, kaip 15 paveiksle parodytoje situacijoje baltieji 
gali duoti matą daugiausia keturiais ėjimais. 

Dr. K. Eberso baigmė yra visiškai matematinio pobūdžio 
(16 pav.). Galima tiksliai įrodyti, kad baltieji gali sukliudyti 
juodajam karaliui mušti pėstininką, jeigu jie eis į laukelį, 
pažymėtą ta pačia raide, kaip ir juodųjų karaliaus užimtasis 
laukelis. Todėl jie turi pradėti ėjimu B—F. Jei baltieji laikysis 
šios taisyklės, lošimas baigsis lygiosiomis, bet jeigu jie pa- 
darys bent vieną klaidingą ėjimą, tai juodieji gali sukliudyti 
laikytis šios taktikos ir prasiveržti X—Y arba O—O keliu. 
Įdomi baigmė būtų, jeigu vieno lošėjo ėjimai priklausytų 
vien nuo varžovo ėjimų, ir lošimas baigtųsi lygiosiomis arba 
praloštų tas, kuris pirmas nukryptų nuo taisyklės, tuo tarpu 
priešininkas atsakytų tam tikru tiksliai nustatytu būdu. 


17 pav. 


Nebūtina skaitytojui būti geru šachmatininku, kad, vienu 
metu lošdamas prieš du šachmatų meistrus, baigtų rezultatu 
1:1. Tereikia susitarti, kad šachmatininkas A loštų baltai- 
siais ir šachmatininkas B juodaisiais ir kad lošimą pradėtų 
A. Skaitytojas C turėtų pakartoti savo varžovo A pirmąjį ėji- 
mą šachmatų lentoje B, taip pradėdamas lošimą prieš B. Prie- 
šiniu lošėjo B ėjimu C atsakytų į pirmąjį šachmatininko A 
ėjimą ir t. t. Tokiu būdu prie abiejų lentų būtų lošiama ta 
pati partija. Pirmojoje lentoje lošėjui C rezultatas gali būti 
1, 0 arba '/. Tuomet antrojoje lentoje rezultatas būtų 0, 1 
arba !/>. Taigi С visuomet laimėtų 1 tašką (1+0, 0+1 arba 
'/y-+'/2), o antrasis tektų abiem meistrams drauge. 

Šachmatų lošimui nėra matematinės teorijos; ji yra tik 
kai kuriems paprastesniems lošimams. Pavyzdžiui, dėžutėje 
(17 pav.) yra 15 numeruotų lentelių, o vienas langelis palie- 
kamas laisvas. Sudėliokime lenteles bet kaip (pavyzdžiui, kaip 
18 paveiksle); atitinkamai perstumdydami, grąžinkime jas 
į pirmykštę padėtį. Teorija teigia štai ką: pažymėkime laisvą- 
jį langelį skaičiumi „16“; tuomet bet koks lentelių išdėstymas 
bus skaičių 1, 2, ..., 15, 16 kėlinys. Dedant lenteles iš pra- 
džių natūrinių skaičių eile 1, ..., 16 ir paskui reikiamą skaičių 
kartų sukeičiant kaimynus, galima gauti bet kokį išdėstymą. 
Pavyzdžiui, norint išdėstyti 2, 1, 3, 4, ..., 16, tereikia sukeisti 
vieną kartą. Tai pavadinkime ėjimu. Vieniems išdėstymams 
reikia lyginio, kitiems — nelyginio ėjimų skaičiaus. Jeigu ku- 
riam išdėstymui reikia nelyginio ėjimų skaičiaus, tai negalima 
gauti to išdėstymo, einant lyginį skaičių kartų. Tarkime prie- 
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šingai: tam tikrą išdėstymą gauname, darydami lyginj skai- 
čių ėjimų, ir tą patį išdėstymą — darydami nelyginį skaičių 
ėjimų. Jeigu pradėtume nuo natūralaus išdėstymo ir būtų 
padarytas lyginis ėjimų skaičius, o paskui nelyginis priešingų 
ėjimų skaičius, tai grįžtume į pirmykštį išdėstymą. Pradėję 
nuo natūralaus išdėstymo nelyginiu ėjimų skaičiumi, turėtume 
grįžti prie natūralaus išdėstymo. O tai neįmanoma, nes, norint 
grąžinti lentelę, kuri ėjimu iškeliama iš jos natūralios vietos, 
į jos natūralią padėtį, reikia atlikti priešingą ėjimą. Taigi skai- 
čius ėjimų, kuriuos turi atlikti bet kuri lentelė, yra lyginis, to- 
dėl ir jų suma bus lyginis skaičius. Tad visus išdėstymus gali- 
ma suskirstyti į dvi klases: „lyginius“ ir „nelyginius“. Laikyki- 
me lentelių išdėstymą dėžutėje išdėstymu skaičių, kuriuos 
galima perskaityti eilutę po eilutės. Perstumiant lenteles dėžu- 
tėje, galima tik laisvąją vietą „16“ sukeisti su jos kaimynu. 
Jeigu tas kaimynas yra dešinysis arba kairysis, tai sukeitimas 
bus. „ėjimas“ aukščiau minėta prasme, tarytum visos keturios | 
' horizontalios linijos sudarytų vienintelę liniją. Jeigu gi lentelę 
„16“ sukeisime su viršutiniu arba apatiniu kaimynu, tai toks 
žingsnis bus lygiavertis sukeitimui dviejų lentelių, tarp ku- 
rių atstumas tiese būtų 4. Tokiam sukeitimui reikia 7 ėjimų, 
t. y. 7 kaimynų sukeitimų. Mūsų uždaviniui išspręsti kiek- 
vienu atveju reikia lentelę „16“ dėžutėje grąžinti į pradinę 
padėtį dešiniajame apatiniame kampe. Todėl ją reikia pastumti 
tiek pat kartų į dešinę, kiek ir į kairę, tiek pat kartų į viršų, 
kiek ir į apačią. Tad horizontalių postūmių bus lyginis skai- 
čius 2h, vertikalių — taip pat lyginis skaičius 2c. Visam pro- 
cesui reikia 2h ėjimų plius 2cX7 ėjimų, t. у. iš viso 2h+14c 
ėjimų, o šis skaičius yra lyginis. Taigi, jei kuris išdėstymas 
gautas iš pradinio išdėstymo, padarius nelyginį „ėjimų“ skai- 
čių, tai grįžimo uždavinys neišsprendžiamas. Pavyzdžiui, stum- 
dant lenteles, negalima 18 paveiksle pavaizduoto išdėstymo 
pakeisti 17 dėžutės išdėstymu. Kodėl? Visi išdėstymai, kurie 
gaunami lyginiu „ėjimų“ skaičiumi, sudaro išsprendžiamus 
uždavinius. Tegu skaitytojas pamėgina įrodyti šį teiginį. Kai 
1879 m. buvo paskelbta „Penkiolikos lošimo“ teorija, jis greit 
tapo nemadingas. 

Visi čia paminėtieji ir daugelis kitų lošimų turi šį tą 
bendra. Ne tik šachmatų baigmėms, bet taip pat ir lošimams 
„Vilkai ir avys“ ir „Trys vienoje eilėje“ egzistuoja teorija, 
kuri nurodo, kas laimės (juodieji ar baltieji), jei bus teisingai 
lošiama. Ši teorija taip pat moko, kaip reikia teisingai lošti. 
Lygiųjų atvejo, atrodo, šis teiginys neapima, Tačiau tokį atvejį 
galima atmesti. jei susitariama pralaimėjusiu laikyti tą, ku- 
ris pasikartojusio išdėstymo atveju antrą kartą eina taip pat, 
kaip jau buvo ėjęs. Egzistuoja bendra teorema, tvirtinanti, 
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jog visi aprašytos rūšies lošimai yra arba nelygiųjų šansų 
lošimai, arba lošimai be skriaudos. Be skriaudos vadiname 
tokį lošimą, kurio rezultatas, abiem pusėms neklaidingai lo- 
šiant, — lygiosios. Kai kuriuose lošimuose lygiosios negalimos; 
juos vadiname kategoriškaisiais. Kituose lošimuose lygiųjų 
galima išvengti, įvedus papildomas taisykles, kaip jau buvo 
minėta anksčiau. Iš mūsų teoremos išplaukia, kad visi kate- 
goriškieji lošimai yra nelygių šansų lošimai. Šios teoremos 
prasmė yra ta, jog tik viena spalva turi laimėjimo būdą, visai 
nepaisant to, ką bedarytų priešininkas. Rasti šį metodą yali 
buti labai lengva, pavyzdžiui, lošiant ,.Vilkus ir avis“, arba 
labai - sunku, kaip kai kuriose šachmatų baigmėse; nors ir 
būtų žinoma, kad egzistuoja laiminti spalva ir laimėjimą uz- 
tikrinantis metodas. Teorema pakankamai bendra, kad galė- 
tume ją taikyti ir tokiems lošimams kaip šachmatai, tik reikia 
padaryti juos kategoriškaisiais, įtraukiant ankščiau minėtąją 
kartojimosi taisyklę, t. y. laikant, kad pralošia tas partneris, 
kuris pirmas ima kartoti ėjimus. | 

Kad įrodytume teiginį, panagrinėkime lošimo baigme, ku- 
rioje baltieji laimi ne daugiau kaip po 4 ėjimų. Pažymėsime 
ja ES, Matyt, egzistuoja toks baltųjų ėjimas, į kurį bet kaip 
atsakius juodiesiems susidaro padėtis ES; Vadinkime šį ėji- 
mą geru ėjimu. Dabar baltieji vėl turi gerą ėjimą, vedantį 
į padėtį ES; ir taip toliau, kol susidaro padėtis ES,. Po jos 
daromas baltųjų Іетіатаѕіѕ ėjimas — juodieji gauna matą. 
Žinoma, jeigu juodieji blogai ginsis, tai jie gali greičiau pra- 
laimėti. t. y. gauti matą ne po 4, bet jau po 3 ėjimų. Kiek- 
vienu atveju baltieji turi gerų ėjimų seką, kuri garantuoja 
laimėjimą ne daugiau kaip po 4 ėjimų. Iš to, kas pasakyta, 
aiškų, ką reiškia ES,. ES,; čia л yra bet kuris natūrinis skai- 
čius, t. у. n=1, 2, 3, ..., vadinasi, situacija, kuri garantuoja 
pergalę baltiesiems. Panagrinėkime šachmatų partijos pradinę 
padėtį, kai visos 32 figūros išrikiuotos kovai. Logiškai galimi 
du atvejai, kurių vienas išskiria antrą: padėtis (1) yra bal- 
tųjų laimėjimo padėtis, padėtis (2) — baltųjų pralaimėjimo 
padėtis. Pirmuoju atveju šachmatų partiją laimi baltieji — tai 
tiesiog ES,. Antruoju atveju pradinė padėtis nėra EŠ,. Šiuo 
atveju į kiekvieną konkretų baltųjų ėjimą M yra toks atsa- 
kymas, jog po jo susidariusi padėtis nėra ES,. Iš tikrųjų, jei 
nebūtų tokio atsakymo, tai bet kuris atsakymas suteiktų bal- 
liesiems laimimą padėtį, vadinasi, ir pradinė padėtis baltie- 
siems būtų laimėjimo padėtis, o tai prieštarautų mūsų prie- 
laidai. Taigi žinome, kad į ėjimą M juodieji gali atsakyti 
taip, jog susidariusi padėtis nebus ES,. Taip samprotaudami, 
susidarius naujai situacijai, nustatome, kad juodieji į bet kurį 
antrą baltųjų ėjimą M’ gali rasti tokį atsakymą, jog sekan- 
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čioji padėtis nebūtų ES, situacija. Kadangi baltieji gali lai- 
mėti tik tuo atveju, jei pasiektų ES, — ko niekad neatsitiks,— 
ir kadangi žaidimas yra kategoriškasis, tai juodieji gali lai- 
mėti, nepaisant to, kaip eitų baltieji. Nežinome, kuris iš šių 
dviejų atvejų, (1) ar (2), atitinka tikrąjį modifikuotą šach- 
matų lošimą, bet esame įsitikinę, kad galimas tik vienas jų. 
Iš to išplaukia, kad šachmatai — tai nelygių šansų lošimas. 
Šie samprotavimai tinka lošimui šaškėmis, lošimui „kampais“ 
(Halma žaidimui)! ir daugeliui kitų. Jeigu jie nėra katego- 
riškieji, tai gali būti lošimai be skriaudos. Nežinome, ar pa- 
prastasis (nemodifikuotas) lošimas šachmatais yra lošimas be 
skriaudos ar ne. Pastaruoju atveju jis, aišku, yra nelygių šan- 
sų lošimas, bet nežinome, kuri spalva laimi. Net jei tai ir žino- 
tume, vis tiek nebūtų aišku, kokiu būdu galima laimėti. Jei 
žinotume, kad lošimas šachmatais yra lošimas be skriaudos, 
tai mums būtų taip pat nežinoma, kurie lošimo būdai užtik- 
rina lygiąsias. 


19 pav. 


Yra kitokių lošimų, kuriems nepritaikoma aukščiau išnag- 
rinėtoji teorija. Ta pati lošimų lenta, prie kurios lošiama ,,Trys 
vienoje eilėje“, gali būti panaudota ir tokiam lošimui; lentoje 
turime devynis skaičius (19 pav.) — keletą baltų ir keletą juo- 


dų. Viename raštelyje baltieji paslapčia parašo ] Og arba 100. 


о kitame juodieji —[, il arba |. Po to vieni ir kiti išskleidžia 
raštelius ir pagal juos pažymi stulpelį ir eilutę lentoje. Ati- 
tinkamame langelyje esantis baltas numeris parodo, kokią 
sumą baltieji gauna iš savo priešininko, ir juodas skaičius 
parodo sumą, kurią baltieji turi sumokėti juodiesiems. Loši- 
mo ypatumas tas, jog jis nepatenka į pusiausvyros situaciją. 


' Lošimas „kampais“ — žinomas vaikų žaidimas, kai šaškės išdėstomos 
priešinguose lentos kampuose ir laimi tas, kas pirmasis visas savo šaškes 
surikiuoja priešingame kampe. (P. S.) 
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Norėdami išaiškinti šios pastabos reikšmę, tarkime, kad bal- 
tieji visada pasirenka 00 ir kad juodieji jau pastebėjo šį bal- 
tųjų polinkį. Susiklosčius tokioms aplinkybėms, juodiesiems 
geriausia išeitis — pasirinkti І. Таірі Кіекуіепате rate jie 
laimės tris traškus. Žinoma, baltieji pastebės šią juodųjų gud- 
rybę ir prieis išvadą, jog jiems reikia keisti savo taktiką ir 
rinktis (. Tai jiems garantuos kiekviename rate du taškus tol, 
kol juodieji laikysis savo pasirinktos taktikos. Lengva įžvelg- 
ti, kad toks abipusis prisitaikymas negali sudaryti stabilaus 
metodo nors vienam partneriui. Lošiant šachmatais, susidaro 
visai kitokia situacija. Dr. Bergerio baigmėje tekste ' pateik- 
tasis sprendimas yra geriausias abiem partneriams. Jei bal- 
tieji žino, kad jų priešininkas niekada nepadarys klaidos, tai 
jie pradės ėjimu Db8, nes kitu atveju jie negalės tikėtis per- 
galės po 13 ėjimų. Jeigu juodieji žino, kad jų priešininkas 
lošia be klaidų, jie atsakys Lc4; kiekvienu kitu atveju baltieji 
gali duoti matą ir padarę mažiau пері 13 ėjimų. Todėl loši- 
mas vyks, atsižvelgiant į mūsų nurodytą „pagrindinį spren- 
dima". Taip loSiant, abu lošimo būdai, tiek baltųjų, tiek ir 
juodųjų, — patys geriausi. Tokio „pagrindinio sprendimo“ ži- 
nojimas reiškia, kad lošimas „baigtas“. Šachmatai yra loši- 
mas, turintis tokį „pagrindinį sprendimą“ (strategiją). Kitokie 
įprastiniai lošimai, kaip šaškės, „halma“ ir panašūs, kuriuos 
nustatėme esant nelygių šansų lošimais arba lošimais be skriau- 
dos. yra lošimai, turintys pusiausvyros situaciją, tuo tarpu 
mūsų naujasis lošimas 9 kvadratuose nėra nei lošimas, tu- 
rintis pusiausvyros situaciją, nei nelygių šansų lošimas; jis 
atviras ir teisingas kaip „monetų palyginimas“. Be abejo, tas 
faktas, kad šiuose lošimuose nėra pirmojo ir antrojo lošėjo, 
yra esminis. 

Tarkime, sode yra triušis, kurį nuo šuns skirią statinių 
tvora. Šuo norėtų kiek galima arčiau prisėlinti prie triušio, 
o šis — kuo toliau pasitraukti nuo lojančio priešo. Kiekvienas 
Jų norėtų užimti jų ketinimus geriausiai atitinkančią pozi- 
ciją, nežinodamas priešo ketinimų. 20 paveiksle, a, matome 
šuns (Š) ir triušio (T) pozicijas. Tebūnie atstumas tarp jų d. 
Jei šuo pasirinktų vietą Š’, tai jis rizikuotų, kad triušis pa- 
sirinks vietą T“, ir atstumas d padidės iki atstumo d'=Š'T". 
Kokią vietą bepasirinktų šuo, jis rizikuotų padidinti atstumą 
d. Triušio požiūriu, kiekviena kita vieta, išskyrus T,— tai vis 
mažesnis atstumas d: jei jis sustotų taške T’, tai jam tektų 
baimintis, kad šuo pasirinks kažkurią vietą į dešinę nuo Š, ir 
atstumas d dėl to sumažės. Taigi šuo gali užsitikrinti tik at- 
stumą d ir jokio kito mažesnio; triušis taip pat gali užsitik- 


' Zr. 14 pastabą 


19 


20 pav., a 


rinti tik šį atstumą ir jokio kito didesnio. Pozicijos T ir Š — 
abiem pusėms pačios tinkamiausios, nežinant priešininko ke- 
tinimų. Faktas, kad abu gyvuliai gali taip pasielgti vienu 
metu, įrodo, jog šis lošimas — tai lošimas, turintis pusiausvy- 
ros situaciją. Iš to matome, kad abu gyvuliai nenori pasi- 
traukti iš T ir Š: padėtis stabili. Visai kitaip susiklostytų si- 
tuacija, jei galinė daržo siena būtų tokia, kaip parodyta 20 
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paveiksle, b. Šuniui neliktų nieko geresnio, kaip pasirinkti 
poziciją Š, nes juk jis nežino, ką pasirinks triušis — A ar B: 
jei šuo sustotų kairėje ar dešinėje nuo Š, tai triušis, nubėg- 
damas į dešinįjį ar kairįjį kampą, padidintų atstumą tarp 
savęs ir šuns. O triušis patenka į tokią padėtį: kur jis besu- 
stotų, turi baimintis išvysti šunį statmenai savo padėčiai, kas 
kiekvienu atveju, išskyrus tašką T, reikštų atstumo d mažė- 
jimą. Taigi iš pradžių tinkamiausia triušiui vieta yra T. Tačiau 
jeigu šuo sustos taške Š, tai triušis bėgs į B, kad padidintų 
atstumą. Bet ir šuo tuomet imtų bėgti tiesiai į B. Dabar triu- 
šis turėtų bėgti palei galinę sieną į A. Tiesiai bėgantis šuo 
tuojau pat pasiektų A ir vėl priverstų triušį bėgti į B ir t. t. 
Šitoks bėgiojimas pirmyn ir atgal niekuomet nesibaigs. Čia 
nėra tokios stabilios padėties, kuri buvo pirmuoju atveju; 
tai lošimas be pusiausvyros situacijos. 

Legenda pasakoja, kad šachmatus išradęs bramanas iš per- 
sų šacho pareikalavęs atlyginimo tiek kviečių grūdų, kiek 
jų reikia padengti visai šachmatų lentai, dedant pirmajame 
langelyje vieną grūdą, antrajame du grūdus, kiekviename 
sekančiame langelyje vis dvigubai daugiau (21 pav.). Paaiš- 
kėjo, jog ne tik šacho, bet ir visose pasaulio klėtyse neat- 
sirastų tiek grūdų. Bramanas kukliai pareikalavo 1+2+2?+ 
+...129*=29'— 1 grūdų. Šis skaičius уга dvidešimtženklis ir 
turi daliklį. (Koks tas daliklis?) 

Jeigu dvi šachmatų lentas sustatysime greta ir nuo ant- 
rosios paskutinio langelio nuimsime vieną kviečio grūdą, tai 
dar liks p=2!'7—1=170 141 183 460 469 231 731 687 303 715 
884 105 727 grūdai. Šis skaičius p neturi daliklių; jis yra 


pirminis, ir jj sudaro 39 skaitmenys. Nesunku jrodyti esant 
didesnį kaip 39 skaitmenų pirminį skaičių, jo paties nepa- 
rašant. Nustatyta, kad skaičius 180p?+1 yra pirminis. Štai 
tas skaičius: 5210 644 015 679 228 794 060 694 325 391 135 
853 335 898 483 908 056 458 352 201 854 618 372 555 735 221. 

Didžiausias šiuo metu žinomas pirminis skaičius yra 
22281 — 1; šį milžinišką 687 skaitmenų skaičių 1952 m. spalio 
7 d. apskaičiavo elektroninė skaičiavimo mašina SW AC. (Koks 


to skaičiaus pirmutinis ir koks paskutinis skaitmuo?) Euklidas . 


įrodė, kad yra be galo daug pirminių skaičių. Vileris 
(D. J. Wheeler), pasinaudodamas minėtąja mašina, 1953 m. 
įrodė. kad skaičius 281% — 1 yra sudėtinis. Jį sudaro 2466 
skaitmenys !. 

Pasinaudojant šachmatų lenta, galima atlikti tokį bandy- 


mą. Ištepkime lentą klijais ir iš viršaus paberkime keletą 


kviečio grūdų. Berkime tol, kol lentoje rasis 64 kviečio grū- 
dai. Be abejo, grūdai išsisklaidys ne visuose langeliuose po 


22 pav. 


' 1962 m. su elektronine skaičiavimo mašina Amerikoje buvo nusta- 
tyta, kad skaičius 21 yra pirminis. Tai vadinamasis Merseno pirminis 
skaičius. Jis turi dešimtainėje skaičiavimo sistemoje 3376 skaitmenis. (P. S.) 
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lygiai. Bus langelių ir visiškai tuščių, ir su vienu, ir su dviem, 
ir t. t. grūdais. Remiantis tikimybių teorija, galima tikėtis 
tokio rezultato: 24 langeliai liks tušti, 24 bus po vieną grūdą, 
12 — po du, 3— ро tris ir 1 — 4 grūdai. (Tiksliai apskaičia- 
ve, kiekvienam laukeliui gauname trupmeninius skaičius, bet 
suma lygi 64 grūdams.) 

Šis bandymas bus dar keistesnis, jei Lenkijos žemėlapyje 
(22 pav.) nubraižysime šachmatų lentą (64 langelių) ir joje 
pažymėsime 64 didžiausius jos miestus. Kaip matyti lentelėje, 
laukelių su vienu miestu yra žymiai daugiau ir laukelių su 
dviem miestais Žymiai mažiau, negu buvo galima tikėtis pa- 
gal apskaičiavimus. Tą reiškinį aiškiname tuo, jog miestai 
turi tendenciją izoliuotis; suprantama, apskričių miestai ne- 
gali būti per arti vienas kito. Tačiau jeigu paimtume 16 pačių 
didžiausių Lenkijos miestų, tai rezultatas mažai tenukryptų 
nuo tikimybių teorijos. 
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Lengva užrašyti labai didelius skaičius. Tokius „milžinus“ 
galima visai paprastai užrašyti susitarus žymėti AA vietoj a", 
[d] vietoj „а a trikampiuose“ ir @ vietoj „а а kvadratuose“. 
Skaičius „шера“ =Q@jau toks didelis, kad nebeturi jokios fi- 
zikinės prasmės. 23 paveiksle paskutinis simbolis reiškia, kad 
256 yra 256 trikampiuose. Štai ir paaiškėja priežastis, kodėl 
atsisakėme įprastinio rašymo būdo. (Tepamėgina skaitytojas 
išaiškinti (10) pažymėtą skaičių —,,megistoną".) 

Šachmatų lenta tapo daugelio mįslių ir žaidimų pagrindu. 
Pavyzdžiui, joje galima išdėstyti aštuonias valdoves (24 pav.) 
taip, kad nė viena negalės numušti kitos. Yra 92 skirtingi 
valdovių išdėstymo būdai, kurie gaunami iš 12 skirtingų pa- 
grindinių sprendinių, panaudojant sukimus ir veidrodinius at- 
spindžius. Penkias valdoves (25 pav.) šachmatų lentoje galima 
išdėstyti taip, kad kiekvieną laukelį mažiausiai apšaudytų 
viena jų. Yra 4860 šio uždavinio sprendinių, kurie gali būti 
gaunami iš 638 skirtingų pagrindinių sprendinių. Uždavinys 
gali būti išspręstas ir taip, kad valdovės negali mušti viena 
kitos. (Kaip?) 

Sutarkime, kad kai kurie šachmatų lentos laukeliai yra 
„uždrausti“ karaliui. Jie parenkami taip, kad karalius negalė- 
tų pasiekti lentos dešiniojo krašto, startuodamas kur nors 
nuo kairiojo krašto. Tuomet bokštas gali vaikščioti iš viršu- 
tinio į apatinį kraštą, nepalikdamas uždraustųjų kvadratų. Ši 

Р ja 


24 pav. 
25 pav. 


savybė gali būti pritaikyta ir staciakampéms lentoms (turin- 
čioms т Хп laukelių); tai beveik akivaizdu, bet autoriui ne- 
žinomas joks paprastas įrodymas. i 

Žirgas 64 ėjimais (26 pav.) gali apeiti visą šachmatų lentą 
taip, kad jo kelio poligono centras sutaps su lentos centru ir 
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ėjimų numeriai iš eilės sudarys „pusiau magišką kvadratą“. 
Tai reiškia, kad jų suma kiekviename stulpelyje ir kiekvie- 
noje eilutėje bus vienoda (šiuo atveju ši suma, lygi 260; ki- 
tokia suma negalima; kodėl?). 

Garsus matematikas Oileris domėjosi šiuo žirgo ,,Suolia- 
vimu” ir kitomis panašiomis problemomis, pavyzdžiui, ,,36 
karininkų“ uždaviniu. 

Pastarasis uždavinys toks: kaip sustatyti kvadratine tvar- 
ka šešių pulkų delegacijas, į kurias įeina kiekvieno pulko 
pulkininkas, papulkininkis, majoras, kapitonas, leitenantas іг. 
jaunesnysis leitenantas, kad nė viename. stulpelyje, nė vie- 
noje eilutėje ir nė vienoje įstrižainėje nebūtų to paties pulko 
atstovų ir vienodo laipsnio karininkų? 

Šis uždavinys neišsprendžiamas, bet norima tvarka leng- 
vai galima surikiuoti 25 karininkus (27 pav.). Įvairios spal- 
vos — pulkų spalvos, о kiekviena гаіаё — tai karininko 
laipsnis. | 

Šiuos vadinamuosius graikiškus lotyniškus kvadratus ga- 
lima pritaikyti praktiniams. tikslams. Norėdami ištirti, kaip 
veikia įvairios sąlygos bei priemonės įvairias augalo atmai- 
nas, padalinkime lauką į 25 sklypelius (28 pav.) ir didžiosio- 
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J 27 pav. 
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mis raidėmis A, В, С, D, E pažymėkime penkias skirtingas 

augalo atmainas; mažosiomis raidėmis g, h, i, j, I pazymekime 

penkias trąšų rūšis. Išdėstymas vaizduoja 25 sklypeliuose 25 

galimas 5 atmainų ir 5 trąšų rūšių kombinacijas. Jeigu eilės 

skiriasi drėgnumo laipsniu, tai mūsų išdėstymas vaizduoja 
2 
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kombinaciją visų atmainų su visais drėgnumo laipsniais. Pa- 
vyzdžiui, mažiausias drėgnumo laipsnis г, kombinuotas su 
A,-B, С, D, E; tas. pat tinka ir visiems г», гз, r4 ir rs drėgnumo 
laipsniams. Be to, drėgnumas rı kombinuojamas su visomis 
trąšomis, tas pat tinka ir kitiems drėgnumo laipsniams. Stul- 
peliai atitinka įvairias auginimo sistemas: matome, kad pir- 
masiš stulpelis k; yra visų atmainų, visų trąšų rūšių ir visų 
drėgnumo laipsnių kombinacija. Tas pat tinka ir kiekvienam 
kitam stulpeliui. Turime dvi įstrižainių sistemas: m, п, p, о, 
t ir и, у, м, х, y. Pirmoji sistema — tai penki skirtingi sėjos . 
laikai, antroji — penki skirtingi brendimo laikai. Stebėkime 
'įstrižainę m: ji kerta kiekvieną eilutę, kiekvieną stulpelį, jos 
sklypeliuose yra visos didžiosios raidės, grupės g iki І visos 
raidės ії sistemos п iki y visos raidės. Jeigu apskaičiuosime 
vidutinį įstrižainės m penkių sklypų m. derlių m, tai galime 
tikėtis, kad pašalinome visas agrotechnikos ir atmainų įtakas, 
išskyrus sėjimo meto įtaką. Jeigu apskaičiuosime vidutinį 
penkių raide A pažymėtų sklypų derlių A, pašalinsime visas 
įtakas, išskyrus atmainų įtaką. Iš šių teiginių, išplaukiančių 
betarpiškai stebint graikiškus lotyniškus kvadratus, gaunamas 
toks metodas. Tarkime, M vidutinis derlius iš kiekvieno skly- 
po, t. y. visas derlius, padalytas iš 25; pažymėkime, kaip ir 
anksčiau, sklypelj ir jo vidutinį derlių ta pačia raide, t. у. 
penkių minėtų sklypelių derliaus sumą, padalytą iš 5. Dabar 
galima nagrinėti sumą: | 

(М—А )?+(М—В)?*+(М—С)?--(М—Р)?+(М—Е)? ir analo- 
giškas sumas kitoms raidžių grupėms: 

(M—g)? +(M—h}? +(M-— i? + (M—j)?+(M—I), 

(M—r,)?+(M—ro)?-+(M—r5)2+(M—ra)?+ (M—rs}? ir t. t. 

Tolesnis veiksmas — šių sumų palyginimas. Jeigu, pavyz- 
džiui, pirmoji suma didesnė už antrąją, tai pagrįstai darome 
išvadą, kad atmainos jtaka derliui didesnė, negu trąšų rūšies 
itaka. 

Tikroji „dispersinė analizė" (taip vadinamąs šis metodas) 
daug sudėtingesnė; ji būtent atsižvelgia dar į klausimą, ar 
sumų skirtumai yra pakankamai dideli, kad nebūtų galima jų 
priskirti. atsitiktiniams nukrypimams. 

Tokie lošimai, kaip totalizatorius, yra pamokomi. Kad būtų 
galima totalizatoriuje laimėti, reikia pažinti ne tik arklius, 
bet ir žmones. Jeigu statysime už labai gerą žirgą, kurio pra- 
našumai visiems žinomi, tai ir geriausiu atveju (žirgui pirma- 
jam pasiekus finišą) laimėsime mažai arba nieko, nes beveik 
visi bus už jį statę. Tad reiktų pasirinkti tokį žirgą, kurio 
pranašumus pastebėsime, bet ir būsime tikri, jog daugumai 
besilažinančių jie nežinomi. Šias varžybas, vadinamas totali- 
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zatorium, galima organizuoti taip pat be žirgų, dargi be jo- 
kiy daikty. Sakysime, visus kambaryje susirinkusius papra- 
Some atitinkamos pinigų sumos ir raštelyje užrašyti kambario 
aukštį milimetro tikslumu (visi rašo slaptai). Šie rašteliai su- 
„renkami ir apskaičiuojamas užrašytų aukščių vidurkis. Visą 
statytąją sumą laimi tas, kurio užrašytas aukštis bus artimiau- 
sias apskaičiuotajam vidurkiui; taigi kambario aukštis šiam 
žaidimui iš viso nematuojamas! Kambario gyventojas, žino- 
damas tikrąjį jo aukštį, neturi didesnių galimybių laimėti, 
negu svečiai. Taip lošiant, pažinti žmones, jų regėjimo ir mąs- 
tysenos būdą ne mažiau svarbu, kaip ir tikrame totalizato- 
riuje. 


STACIAKAMPIAI 
SKAICIAI 
MELODIJOS 


Normaliuoju pavadinkime stačiakampi popieriaus lapą, kurį 
pusiau sulenkę gauname stačiakampius, panašius į duotąjį ` 
lapą (29 pav.). Pažymėję jo kraštinių. ilgius a іг b, gauname 
proporciją a: b=b E Suglauskime du normaliuosius lapus 
taip, kad antrojo lapo trumpesnioji kraštinė b priglustų prie 
pirmojo lapo ilgesniosios kraštinės a (30 pav.). Taip gauname 


29 pav. 


didelį stačiakampį, kurio kraštinių ilgiai a +b, b (subrūkšniuo- 
` ta) іг mažą stačiakampį su kraštinių ilgiais Б, a—b (baltasis). 
Iš proporcijos a:b=b: A gauname а? = 26°; iš čia lengva 
įsitikinti, kad proporcija (a+b): b=b :{a—b) teisinga. Taigi 
subrukSniuotasis ir baltasis #!айакаг:ра! yra panašūs. Dvi- 
gubai subrūkšniuota cahs — kengruentiska baltajam stačia- 
kampiui. Jeigu subrūkšniuotąjį stačiakampį pavadinsime hiper- 
normaliuoju, tai iš pirmesniojo svarstymo išplaukia, kad, nuo 
hipernormaliojo lapo nukirpus du kvadratus, gaunamas hi- 
pernormalusis likutis. Dabar tarkime, kad turime normalųjį 
lapą, kurio kraštinių ilgiai yra sveikieji skaičiai a cm ir b cm. 
Iš šio lapo aukščiau aprašytuoju būdu galime gauti hipernor- 
malųjį lapą, kurio kraštinių ilgiai centimetrais taip pat yra 
sveikieji skaičiai. Pažymėsime šio lapo ilgosios kraštinės ilgį 
raide p, o trumposios — raide g. Nuo jo nukirpus du kvad- 
ratus, vėl gaunamas hipernormalusis lapas, kurio kraštinių 
ilgiai g cm ir p—2q cm. Aišku, tai vėl sveikieji skaičiai; be 
to, ilgesnioji naujųjų kraštinių yra trumpesnė už pirmesniojo 
lapo ilgesniosios kraštinės pusę. Toliau kartojant šią operaciją, 
gaunami vis :1ažesni ir mažesni hipernormalieji stačiakampiai. 
Po p operacijų turėtume gauti vis dar tokį lapą, kurio (cen- 
timetrais išmatuotų) kraštinių ilgiai turėtų būti sveikieji skai- 
čiai. Tačiau tai neįmanoma, nes po kiekvienos operacijos 
kraštinė sutrumpėja mažiausiai vienu centimetru, todėl ilges- 
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nioji kraštinė pagaliau turėtų išnykti. Iš to išplaukia, jog 
nėra normaliųjų lapų, kurių kraštinių ilgiai yra sveiki skai- 
čiai. Žinoma, nesvarbu, kokius ilgio vienetus pasirinksime. 
Kas tiko centimetrams, tas tinka ir mikronams. Normaliojo 
lapo kraštinių santykis lygus ) 2, t. y. skaičiui, kurį padau- 
ginus iš saves gaunama 2. Taigi, šie samprotavimai įrodo, 
jog skaičius V2 yra iracionalinis, t. y. nelygus jokiai trup- 


menai Zi. kur a, b7-0 sveiki skaičiai. 


Savo rezultatą galime interpretuoti sveikųjų skaičių ,,gar- 
deliniais taškais“ (31 pav.). Tai paprastas taškų išdėstymas 
vienodais atstumais stulpeliuose ir eilutėse taip, kaip apynių 
kartys darže arba kaip kampų viršūnės į visą plokštumą iš- 
plėstoje šachmatų lentoje. Padėję normalųjį lapą taip, kad 
jo kampas sutaptų su kairiuoju apatiniu gardelės kampu, ir, 
nubrėžę lapo įstrižainę, gausime pasvirąją tiesę. Jeigu žiūrė- 
sime išilgai šios tiesės, tai nepamatysime nė vienos karties. 
(Kodėl?) 

Skaičių, ү? dar galima išreikšti ir šitaip: 


1+ } i 
/ 
2+ 
2+. 


Pazyméje šią trupmeną x, po pirmuoju brūkšniu gausime 
skaičių 1+x, taigi 


wg Sic gee sa a 
х=1+тү, X 1 х+1' 
хї?—1=1, х2=2, x= V2. 


Iš šios išraiškos gaunamos artutinės skaičiaus | 2 reikš- 
més: 


Pasvirosios tiesės koeficientas yra lygus V 2. Trupmenos 
1, > ‚... atitinka dabar tam tikrus gardelės taškus. Pavyz- 


džiui, trupmena 2 reiškia tašką, kuris yra už trijų intervalų 


į viršų ir už dviejų intervalų į dešinę nuo kampo. Matome, 
kad šie taškai vis labiau artėja prie pasvirosios tiesės. 
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Jrode, kad } 2 nėra trupmena S matome, jog nėra tokių 


sveikųjų skaičių a іг b, kuriuos sietų lygybė a?=2b?. Kitaip 
sakant, negalima sudaryti kvadrato iš dviejų kvadratais su- 
rikiuotų vienodo dydžio kareivių būrių. Tačiau tai būtų ga- 
lima įgyvendinti tada, jeigu būtų vienu kareiviu daugiau 
arba mažiau. Jau minėtosios artutinės trupmenos tokias kvad- 
ratų sumas išdėsto taip: 
2242? = 32—1, 52+52=7211, 127+122=172—1. 

Kad gautume visas reikalingas trupmenas, pradedame nuo 
+; Suma 1+1=2 уга artimiausias vardiklis, sumą 1+2=3 — 


atitinka skaitiklis; 3+2=5 yra trečias vardiklis, 2+5=7 su- 
daro trečią skaitiklį ir t. t.: 


LAU EL 


Aritmetinis dėsningumas yra šis: 


jei = yra tokia trupmena ir =- sekančioji, tai, aišku, 
Q=pt+q, P=q+Q=p+2q. 


Tarkime, trupmena leidžia iš dviejų kvadratų sudaryti 
vieną kvadratą, kuriame vienu kareiviu daugiau arba mažiau! 
p?—2q?= +1; 


tuomet lengva įrodyti, kad trupmenai a 


О irgi tinka toks iš- 


dėstymas. Būtent: 


P2—20*=(p+24)—2p+4)=p?+4pą + 4q’—2p?—4pq—2q? = 
=202—р? = +1. 
Тгиртепа L уга, aišku, toks sprendinys, nes (12—2 · 1? = — 1). 
Iš to išplaukia, kad sekančioji trupmena taip pat уга spren- 
dinys ir t. t. Visos šios trupmenos yra sprendiniai ir sudaro 
kvadratinius išdėstymus. Šį faktą jau pastebėjome pirmiau, 
o dabar turime ir įrodymą. Mūsų įrodymo metodas primena 
domino: 32 paveiksle surikiuotos domino šaškės viena eile; 
parvertus pirmąją šaškę (33 pav.), virsta ir kitos. Kad numa- 
tytume, kas įvyks, tereikia žinoti, jog, pastūmėjus pirmąją 
šaškę, ji griūdama palies sekančiąją ir pargriaus, nes atstumas 
tarp šaškių mažas. Šis įrodymo būdas vadinamas matematine 
(arba pilnąja) indukcija. \ 
Racionalieji іг  iracionalieji skaičiai susiję su gamos 
problema (34 pav.). Iracionaliaisiais vadiname tokius skaičius, 
"kaip, pavyzdžiui, Y 2, kurių negalima išreikšti dviejų sveikųjų 
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34 pav. 
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skaičių santykiu 23 „C-dur gamoje“ (35 pav.) intervalai C—D, 
D—E, F—G, G—A, A—H turi būti lygūs („pilni tonai“), tuo 
tarpu intervalai E—F ir H—C — du kartus mažesni už kitus 
(„pustoniai“). Paprasčiausieji akordai jau seniai ištyrinėti mo- 
nochordu ir nustatyta, kad akordas tuo geriau skamba, kuo 


35 pav. 


mažesni skaičiai išreiškia jų virpėjimo dažnių santykį. Aukš- 
tojo С virpėjimų dažnis dvigubai didesnis, пери žemojo С. 
Taigi oktava apibūdinama santykiu 2:1. Santykis 3: 2 apibū- 
dina kvintą (G:C), 4:3 —kvartą (Е: C),-5: 4 — didžiąją ter- 
ciją (E: C), 6: 5 — mažąją terciją (Е: D). Tony intervalas С—С 
apima 12 pustonių = 4 mažosioms tercijoms, taigi turėtų būti 
(2) =2, bet kairioji trupmena iš tikrųjų lygi 2,074, vadinasi, 
per didelė. To negalima išvengti, nes neįmanoma rasti tokio 
aukščio toną, kad visi jo pagrindu gaunami akordai būtų 
išreiškiami sveikųjų skaičių santykiais. Tarp р ir G yra Р 
(juodasis klavišas tiksliai vidury oktavos): C ir F "santykis toks 
pat, kaip F* ir aukštojo С; jis lygus paaukštintai kvartai. 
Pažymėję trupmeną F*: С raide x, gauname x-x=2, taigi 
x=V 2, vadinasi, x — iracionalusis skaičius. Fortepijonas turi 


temperuotą gamą; visi pustonių intervalai lygūs V2, bet 
akordai néra gryni. Smuikininkas, vadovaudamasis savo mu- 
zikine klausa, nukrypsta nuo fortepijono: jam didzioji kvarta 
yra 7:5 (jis nukrypsta nuo temperuotos kvartos taip pat, 


kaip taSkas + gardelėje nuo pasvirosios tiesės). 


Padalijus gamą į 6, 7, 8 ir t. t. lygius (t. у. pastovaus 
dažnių santykio) intervalus, kaip matyti 36 paveiksle, padalų 
taškai priartėja pirmą kartą prie natūralių intervalų (oktavos, 
kvintos ir t. t.) tik turint 19 dalinių intervalų (palyginkite 
vertikalių pažymėjimus: 2, 3/> ir kt.). Vietoj 12 praktiškai 
būtų galima pagaminti 19 klavišų fortepijoną ir jis būtų pra- 
našesnis ne tik geresniu skambėjimu, bet juo būtų galima 
skirti tokius tonus, kaip, pavyzdžiui, Cis ir Des, kurie dabar 
skiriami gaidose, o skamba vienodai. Šie niuansai atitinka 
kompozitorių sumanymus ir jie pasiekiami tik grojant smuiku. 
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(x — teigiamas!). 


„Auksiniu stačiakampiu“ pavadinkime tokį stačiakampį la- 
pą (37 pav.), kurį sudaro kvadratas ir į visą lapą panašus 
stačiakampis. Pažymėję jo kraštinių ilgius a ir b, turime: 

a:b=b:(a—b), 


а?—аБ = Ь?, 


Trupmena ч tenkina tą pačią lygtį, Каір x, todėl ji lygi 


4 (апігаѕ sprendinys LH „ kaip neigiamas skaičius, 


atmetamas). Kadangi šis skaičius iracionalusis, tai nėra „auksi- 
nių stačiakampių“, kurių kraštinių ilgiai būtų sveiki skaičiai. 
Tačiau galime pasielgti taip, kaip pasielgėme su | 2, bū- 
tent — nutraukti grandininę trupmeną įvairiose vietose, Taigi 
gauname trupmenas: 
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Sios trupmenos vis labiau ir labiau artéja prie tikros auk- 
sinio santykio reiksmés, kuri lygi 1,618... Skaitikliai 1, 2, 3, 
5, 8, 13, 21, ... yra vadinamieji Fibonačio skaičiai; juos gau- 
name, nuosekliai sudėdami (pradedant 1+ 1): 

1+1=2, 1+2=3, 2+3=5, 3+5=8, 5+8=13, . 

Fibonačio sekos n-asis skaičius lygus 

1 +5 ү (L-V5|]. 
Tai galima įrodyti pilnosios indukcijos būdu. (Kaip?) Jeigu 
medis (38 pav.) po metų išleidžia vieną šaką, po to ištisus 
metus jokios ir tik sekančiais metais dar vieną ir jeigu pagal 
šį dėsningumą jis išleidžia visas šakas, tai pirmaisiais metais 


tebus vien liemuo, antraisiais — dvi šakos, trečiaisiais — trys, 
toliau — 5, 8, 13 ir t. t. šakų, kaip Fibonačio sekoje. 

39 paveiksle pastatų ir kiemų kraštinės sudaro apytiksliai 
„auksinį piūvį“. „Auksiniu“ atkarpos padalijimu vadiname 
tokį padalijimą, kai visos atkarpos santykis su didesniąja 
dalimi lygus pastarosios santykiui su mažesniąja; tuomet abu 
santykiai „auksiniai“. (Kodėl?) 

„Auksinį stačiakampį“ galima padalyti į be galo daug 
kvadratų, pirmiausia įbrėžiame į stačiakampį galimą didžiau- 
sią kvadratą (37 pav.), po to su likusiu stačiakampiu, kuris 
taip pat „auksinis“, darome tą patį ir t. t. Kaip matome brė- 
žinyje, stačiakampyje esančios kvadratų viršūnės sudaro dvi 
tiesių atkarpas: viena yra didžiojo stačiakampio įstrižainė, 
antroji— įstrižainė to stačiakampio, kuris lieka atkirtus kvad- 
ratą. (Kodėl?) Šis geometrinis būdas, jį traktuojant aritme- 
tiškai, veda prie iš vienų vienetų sudarytos grandininės trup- 
menos, nuo kurios ir buvo pradėta. 


37 . 


39 pav. 


Jeigu kvadratinėje ganykloje ganosi galvijų banda, sau- 
вота trijų piemenų, tai jie tikriausiai kvadratą. pasidalija 
į tris lygius stačiakampius (40 pav.) ir pasirenka vietas jų 
vidurio taškuose, nes kiekvienas įpareigotas prižiūrėti tik 
savo stačiakampį. Tačiau jei piemuo C sumanesnis už kitus 
du, tai jis pasiūlo kvadratą kitaip pasidalyti (41 pav.), kad 
kiekvienas, esant reikalui, turėtų nueiti tą patį maksimalų 
nuotolį. Šis nuotolis lygus naujų stačiakampių įstrižainės pu- 
sei ir vienodas visiems trims piemenims, bet trumpesnis, negu 
pirmuoju atveju. Tačiau abu piemenys A ir B netrunka pa- 
stebėti, jog jų plotai yra didesni už piemens С saugomą plo- 
tą, ir pasiūlo naujai perdalyti (42 pav.), kas nepakeičia jų 
stovėjimo vietos ir didžiausio atstumo, bet atitinka teisėtą. 
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40 pav. 41 pav. 


42 pav. 43 pav. 


44 pav. 


sąlygą: kiekvienas taškas paskiriamas tam piemeniui, kuris 
yra arčiau jo. B, būdamas nepatenkintas tuo, kad kiekvie- 
nam piemeniui tenkantys plotai dar nelygūs ir kad toks pa- 
dalinimas vis dar yra parankesnis C, pasiūlo padidinti C pri- 
žiūrimą plotą (43 pav.), paliekant nepakeistas stovėjimo vie- 
tas ir maksimalius atstumus. Priėmus šį planą, A pastebi, kad 
jo principą pažeidžia artimiausias piemuo. Tada C atsako, 
jog tas principas bus išlaikytas, jei A ir B pakeis savo vietas 
(44 pav.), nekeičiant sklypų ribų. Tai padarius, A ir B pastebi 
esą apgauti, nes jų maksimalūs atstumai vėl ilgesni, negu C. 
Pagaliau visi trys sutaria, kad geriausias yra pirmasis pada- 
lijimas į lygius stačiakampius. 
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SVERIMAS 
MATAVIMAS 


TEISINGOS DALYBOS 


Akimirkai grįžkime prie šachmatų lentos (45 pav.), kurios 
pirmojoje eilėje уга 1, 2, 4, 8, ...; 128 grūdai. Pirmajam ir 
antrajam laukeliui kartu tenka 3 grūdai, pirmajam ir trečia- 
jam — 5, antrajam ir trečiajam — 6 ir t. t. Kaip matome, sude- 
dant ne daugiau kaip 8 atitinkamus skaičius, galima gauti vi- 
sus sveikuosius skaičius nuo 1 iki 255. 


8 16 32 64 128 


~ 
N 
A 


TENERE ET 


Reikia tik keturių svarsčių (46 pav.), kad galėtume pasverti 
kiekvieną svogį nuo 1 iki 40, jei svarscius galima dėti ant 
abiejų svarstyklių lėkščių. Tai atitinka skaičių išraišką tre- 
jetainėje skaičiavimo sistemoje, kurios pagrindą sudaro skai- 
čius 3. Visi skaičiai nuo — 40 iki 40 (išskyrus 0) gali būti 
parašyti kaip +27+9+3+1, panaudojant iš 1, 3, 9, 27 vieną 
ar kelis skaičius. Tai „Mergaičių vardų“ mįslės jminimas. 
Užrašome 80 įvairių mergaičių vardų ir juos sunumeruojame 
nuo — 40 iki 40. Vieną iš keturių kortelių skiriame juoda- 
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plaukei, blondinei, kaStoninei ir rudaplaukei; viena kortelės 
pusė reiškia „juodaakė“, antra—,mélynaké". Pažymėkime 
„juodaplaukę“ skaičium 27, „blondinę“ — 9, „kaštoninę“— 3 іг 
„Tudaplaukę“— 1; „juodaakę“ žymėkime pliusu, о ,,mélyn- 
ake"— minusu. Pavyzdžiui, pažymėkime Marytę numeriu — 
25. Jį galima išreikšti taip: —25=—27+ 3—1, todėl Marytės 
vardas turi būti užrašytas tris kartus: juodaplaukės kortelėje 
mėlynoje pusėje, kaštoninės kortelėje juodoje pusėje ir ru- 
daplaukės kortelėje mėlynoje pusėje. Kortelės paduodamos 
asmeniui, nežinančiam šio. žaidimo. Jis paprašomas galvoti 
apie vardą ir nurodyti galimą plaukų ir akių spalvą. Jeigu 
jis galvoja apie vardą Marytė, tai atsakys, kad ji galinti būti 
juodaplaukė, mėlynakė arba juodaakė kaštoniniais plaukais, 
arba rudaplaukė mėlynomis akimis. Asmuo, turintis vardų są- 
rasa, mintinai apskaičiuoja —27+3—1=—25 ir taip randa 
Marytės vardą. 

Norėdami svarstyklėmis pasverti du daiktus, bet neturė- 
dami svarsčių, galime tiktai nurodyti, kuris-iš jų yra sunkes- 
nis. Kyla klausimas, ką reikia daryti, jei turime daugiau kaip 
du daiktus, o juos lyginti galime tik poromis. Lengva surasti 
sunkiausią daiktą, paimant iš pradžių vieną porą ir surandant 
sunkesnįjį iš jų, paskui tą daiktą palyginant su trečiuoju, to- 
liau sunkesnįjį iš jų — su ketvirtuoju ir t. t. Turint n daiktų, 
teks sverti n—1 kartą. 

Taip esti ir žaidžiant tenisą. Norint išaiškinti geriausią iš 
n žaidėjų, pakanka n—1 varžybų, bet ir ne mažiau. Iš tikrųjų 
„geriausias žaidėjas turi būti palygintas su kiekvienu kitu 
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1=1 
2=3—1 
3=3 
4=3+1 
5=9—3—1 
6=9—3 
7=9—3+1 
8=9—1 
9=9 
10=9+1 
11=9--3—1 
12=9+3 
13=9+3+1 
14= 27—9—3—1 
15 = 27—9—3 
16 = 27—9—3+ 1 
17=27—9—1 
18—27—9 
19=27—9+1 
20 = 27—9+ 3—1 
21 =27—9--3 
22=27—9+3+1 
23 = 27—3—1 
24=27—3 
25 = 27—3 +1 
26 = 27—1 
27 = 27 
28=27+1 
29 = 27 -- 3—-1 
30 = 27 +3 
31=27+3+1 
32 = 274+ 9—3—1 
33 = 27 + 9—3 
34= 27 +9—3 -- 
35 = 279—1 
36 = 27 +9 
| 37=27+9+1 
38 = 27 --9+ 3—1 
39=27+9+3 


40=27+9+3--1 
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žaidėju betarpiškai (pagal varžybų re- 
zultatą) arba netiesiogiai (pagal varžybų 
grandinės rezultatą). 

Pazymékime žaidėjus taškais, о varžy- 
bas — tuos taškus jungiančiomis tiesė- 
mis; taip nugalėtoją su kiekvienu kitu 
nugalėtoju sujungsime linijų sistema, tai- 
gi visi n taškai bus sujungti. Dabar aiš- 
kiai matyti (47 pav.), kad reikia mažiau- 
sia n—1 atkarpų, norint sujungti n taš- 
kų. Šį faktą galima įrodyti indukcijos 
metodu. Aišku, kad sujungtume du taš- 
kus, reikia vienos atkarpos; jei n taš- 
kams sujungti reikia n—1 atkarpos, tai 
dar vienam (n+1)-jam taškui prie ku- 
rio nors iš turėtų taškų prijungti reikia 
dar vienos atkarpos, vadinasi, iš viso 
būtinai reikės n atkarpų. Taurės varžy- 
bos organizuojamos, dažniausiai taikant 
tokią sistemą: lošėjai sugrupuojami dve- 
jetais; pirmojo rato nugalėtojai sudaro 
naujus dvejetus, kurie varžosi ir t. t., ir 
tik paskutinis ratas išaiškina absoliutų 
nugalėtoją. Jeigu yra aštuoni lošėjai 
(48 pav.), tai pirmajame rate įvyks ketu- 
ri susitikimai, antrajame — du ir trečia- 
jame — vienas, iš viso septyni susitiki- 
mai. Šio skaičiaus, kaip ką tik įrodėme, 
sumažinti negalima. Antrąją vietą įpras- 
ta skirti tam paskutinio dvejeto lošėjui, 
kuris pralaimi paskutinėse varžybose. 
Šis būdas aiškiai neteisingas, nes tas lo- 
šėjas nebus lošęs su В ir С, kuriuos nu- 
galėjo tik prizininkas, ir todėl jie nepa- 
teko į finalinį ratą. Aštuonių varžybose 
tokių lošėjų yra trys. Reikia dviejų pa- 
pildomų rungtynių, norint išaiškinti ge- 
riausiąjį lošėją iš šių trijų (49 pav.). No-- 
rint išaiškinti du geriausius lošėjus iš ‘л 
lošėjų, pakanka n—1 + [log:(n—1)] susi- 
tikimų '. Įrodyta, kad ir apskritai mazes- 
nio skaičiaus nepakanka. Čia sąvoka 
„apskritai“ reiškia, kad nėra tokio būdo, 
kuriam visais atvejais būtų reikalingas 


' Logaritmas pagrindu 2; [x] reiškia didžiausią 
sveikąjį skaičių, ne didesnį uz x; plg. pastabas 
(48, 49). 


mažesnis susitikimų skaičius dviem geriausiems lošėjams iš- 
aiškinti, negu gaunamas pagal formulę. Atsitiktinai pasitai- 
kantis toks faktas, kai A laimi prieš В, В — prieš С, С — prieš 
D ir t. t., ir tokiu būdu po n—1 kovų išaiškėja ne tik pirmasis 
ir antrasis lošėjai, bet tuo pačiu nustatoma ir visa А, В, C,..., 
N klasifikacija, negali būti laikomas argumentu už čia ap- 
rašytąjį grandininį metodą ir prieš taurės turnyrą su papil- 
domu turnyru antrai vietai išaiškinti. Tai sutrumpina šį būdą 
tik tada, jei varžybų dalyviai atsitiktinai sugrupuojami pagal 
jų stiprumą. 


47 pav. 


B 
B 
B 
С 
49 рау. Е 
А A’ 
VV 
о о о о 
$ U А"Т 


48 рау. 50 pav. 


Norint visus objektus palyginti vieną su kitu, kai jie sve- 
riami poromis. (kaip ir lyginant žaidėjus jų dvikovose), ga- 
lima taikyti tokį būdą. Tarkime, kad jau palyginome tam 
tikrą skaičių objektų ir dar reikia rasti vietą tarp Jų dar: 
vienam (50 pav.). Pirmiausia surandame vidurinį, t. y. tokį 
objektą S, prieš kurį ir po kurio yra tiek pat objektų. Jeigu 
objektų skaičius lyginis, tai abu viduryje esantys objektai 
laikomi viduriniais; tada naujasis objektas A lyginamas su 
viduriniu. Jeigu A pasirodo sunkesnis, tai jis palyginamas 
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su esamo išdėstymo aukštesniosios pusės viduriniu T, o jeigu 
jis lengvesnis — su žemesnicsios pusės viduriu ir t. t., iki jam 
bus surasta vieta A’” tarp sutvarkytos eilės kaimynų U ir T. 
Pradedame nuo dviejų daiktų: kad juos palygintume, reikia 
sverti vieną kartą, kad rastume trečiojo vietą, teks sverti 
daugiausia 2 kartus; norėdami rasti vietą ketvirtajam daiktui 
trijų jau palygintų daiktų eilėje, palyginame jį su viduriniu 
ir, jeigu jis sunkesnis už pastarąjį — su sunkiausiuoju, jeigu 
lengvesnis, — su lengviausiuoju. Tai išsiaiškinama, sveriant 
2 kartus. Tokiu būdu gauname keturių daiktų rikiuotę. Norint 
surasti naujam objektui vietą tarp jau sutvarkytų 1, 2, 3, 4, 
5, 6, 7, ... objektų, užtenka pasverti 1, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 
kartus. Taigi, norint palyginti 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12,... daiktų, pakaks sverti 

0, 1, 3, 5, 8, 11, 14, 17, 21, 25, 29, 33, ... kartus. Svérimy 
skaičių, reikalingą n objektams sutvarkyti, galime surasti pa- 
gal šią formulę: 


1+kn—2'; 


čia kK=[1+ logon]. 

Ilgą laiką buvo manoma, kad trumpesnio būdo nėra. Ta- 
čiau pagal formulę išeitų, jog penkiems daiktams reikia aš- 
tuonių svėrimų, nors galima išsiversti ir su septyniais. (Kaip?) 
Kol kas bendro sprendinio nerasta. 

Mūsų svėrimo metodas panašus į vieną artilerijos proble- 
mą (51 pav.). Tankas sustojo ant vieškelio, stebėtojas praneša, 
kurioje kelio atkarpoje jis yra. Artileristas gali pataikyti į bet 
kurį pasirinktą atkarpos tašką, bet apie šūvio padarinius ste- 
bėtojas praneša tik žodžiais „prieš“ (taikinį) arba „už“ (jo). 
Tad ką gi daryti artileristui? Jis pasielgs geriausiai, jei pir- 
miausia taikys į atkarpos vidurį, paskiau į pirmosios pusės 
vidurį, jeigu stebėtojas praneš „už“, ir į antrosios pusės vi- 
durį, jei iš jo išgirs „prieš“, ir taip tęs toliau, vis dalydamas 
atkarpas pusiau. Didžiausias atstumas tarp taikinio ir blo- 


giausio šūvio iš pirmųjų n šūvių lygus 2. i čia L — atkarpos 
ilgis. Šis blogiausias rezultatas bus tik tuomet, kai tankas 
stovės viename atkarpos galų. Šį uždavinį galima traktuoti 
kaip lošimą. Jeigu priešui žinomas artileristo metodas, tai 
priešas gali savo tanką taip pastatyti, kad pastarasis būtų kuo 
toliausiai nuo pirmųjų n pataikymo taškų. Jei šis metodas yra 
„dalinimas pusiau“ metodas, tai priešui nėra geresnės išeities, 
kaip pasirinkti vieną atkarpos galų. Šis metodas garantuos jam 
saugumo tarpą = . Dabar panagrinékime, kas atsitiks, jei arti- 


leristas pasirinks kitą metodą, kurį priešas išsiaiškins savo 
žvalgų ar sumanumo dėka. Metodas kiekvienu atveju pri- 
klausomai nuo stebėtojo signalų nuoseklumo nustatys šūvių 
seriją. Ši serija liks ta pati ir kiekvieno kito bandymo metu, 
jei tik stebėtojo signalų „už“ ir „prieš“ nuoseklumas bus toks 
pat, kaip ir pirmojo metu, nes artileristas negauna jokios ki- 
tos informacijos. Pirmiausia panagrinėkime atvejį n=1, t. y. 
vienintelį šūvį. Nėra būdo, kad, iššovus vieną kartą, paklai- 
da būtų mažesnė už > Kiekvienu atveju galima ją sumažinti 
iki Ž tik vienu būdu: šauti į atkarpos vidurį. Pritaikius šį 


metodą, nebus geresnio būdo sekančiu šūviu sumažinti atstu- 
mą, kaip šauti į pirmąją ar antrąją pusę, žiūrint, kas pasigirs: 
„Už“ ar „prieš“; tai gali sumažinti paklaidą ne daugiau kaip iki 
=. Tačiau jeigu pirmasis šūvis nebuvo nukreiptas į centrą, 
tai tuo atveju priešui — jis tą žinojo prieš mūšį — atstumas, 
kuriame jis galės pastatyti tanką, yra didesnis už =. Jau ži- 


nome, kad artileristas sekančiu šūviu gali padalyti šį atstumą 
pusiau, jei jis šaudys geriausiu būdu, bet ir tokiu atveju di- 
džiausia galima paklaida viršys Е. Taigi įrodėme, Каа „da- 


lijimo pusiau“ būdas yra pats geriausias, kai n=2. Tokį pat 
rezultatą indukcijos metodu gausime kiekvienai n reikšmei. 
Šis klasikinis būdas, atrodo, esąs tinkamiausias ir lošimų teo- 
rijos prasme. Tačiau mes neįrodėme, kad jis yra geriausias 
tikimybių teorijos prasme, t. y. kad jis minimizuoja lauktino 
atstumo matematinę viltį. Tačiau tarę, kad stovėjimo vieta 
vienodai galima kiekviename atkarpos taške, gauname tą 
patį sprendimą kaip ir anksčiau. 

Jeigu ant svarstyklių lėkščių bus leista dėti po keletą 
svarsčių iš karto, tai svarsčių išdėstymas bus visiškai skir- 
tinga problema, palyginus su nagrinėtomis. Jeigu turime iš 
pažiūros vienodas devynias monetas ir žinome, kad tarp jų 
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viena netikra ir sveria mažiau už kiekvieną tikrąją monetą, 
tai netikrąją galime rasti, sverdami antrą kartą. Dedame ant 
abiejų lėkščių po tris monetas ir, jei viena pusė pasirodys 
lengvesnė, palyginame iš šioje lėkštėje esančių trijų monetų 
dvi. Jeigu jos abi svers vienodai, tai trečioji moneta bus ne- 
tikra. Jeigu gi pirmą kartą monetų trejetai svers vienodai, 
beliks palyginti likusių trijų monetų svorį, sveriant dvi iš jų; 
jei bus pusiausvyra, tai trečioji moneta bus netikra. Uždavi- 
nys bus sudėtingesnis, jeigu turėsime trylika monetų іг Ži- 
nosime, kad viena jų skiriasi savo svoriu, bet nežinosime, 
ar ji sunkesnė, ar lengvesnė už normaliąsias. Vis dėlto ir 
šiuo atveju pakaks sverti tris kartus, kad būtų išaiškinta ne- 
tikroji moneta (52 pav.). Pažymėkime monetas nuo 1 iki 13. 
Pirmasis paveikslo stulpelis — tai pirmasis svėrimas: sveria- 
me aštuonias monetas, po keturias kiekvienoje lėkštėje; galimi 
du atvejai — arba svoriai skiriasi, arba yra pusiausvyra. Kiek- 
vienu atveju gaunamas ir antrasis svėrimas, kurį matome ant- 
rajame stulpelyje, ir kiekvienas atvejis yra vienas iš trijų 
galimų rezultatų: 1. Lėkštė su trimis monetomis 1, 2, 3 nu- 
ѕууга žemyn. 2. Ji kyla aukštyn. 3. Abi lėkštės išlaiko pu- 
siausvyrą. Tad iš viso turime šešis galimus rezultatus. Rezul- 
tatus matome trečiajame stulpelyje. Čia jau galimų atvejų 
skaičius pasiekia 18, ir netikroji moneta apibrėžta dvigubu 
apskritimu. Rodyklė parodo, ar ji sunkesnė, ar lengvesnė už 
normaliąsias monetas. Tik vieninteliu atveju išsiaiškina- 
me, kad netikroji moneta уга 13-ојі, nesužinodami, ar ji 
sunkesnė, ar lengvesnė. Kad metodą geriau suprastume, pa- 
nagrinėkime pirmąją diagramos eilę. Sveriant pirmą kartą, 
paaiškėjo, kad monetų 1, 2, 3, 4 ir 5, 6, 7, 8 svoriai skiriasi. 
Vadinasi, tarp jų yra netikroji moneta. Sveriant antrą kartą, 
4-oji moneta kairiojoje lėkštėje pakeičiama 8-ąja. Ir vėl kai- 
rioji pusė nusveria dešiniąją, kaip ir pirmą kartą. Taip įro- 
dėme, kad 4 ir 8 sveria vienodai, vadinasi, yra tikros mo- 
netos. Be to, jau sveriant pirmą kartą, išaiškėjo, kad 9, 10, 
11, 12, 13 yra tikros monetos. Taigi, sverdami antrą kartą, 
išsiaiškinome, jog visos dešiniosios lėkštės monetos tikros, 
o susidariusio svorio skirtumo priežasties reikia ieškoti kai- 
ricjoje lėkštėje, kurioje yra 1, 2, 3, 8 monetos. Kadangi 
8 moneta yra tikra, tai viena iš 1, 2, 3 monetų turi būti ne- 
tikra ir sunkesne. Sverdami trečią kartą, lyginame 1 su 2 ir 
nustatome, kad lėkštė su 1 nusveria. Tokiu būdu įrodome, 
kad 1 moneta yra netikra ir sunkesnė už likusias. Tokiu pat 
būdu gaunamas rezultatas visais 18 atvejų. Ir visgi įdomu 
plačiau panagrinėti atvejį, Kai išaiškinama, kaip randama ne- 
tikroji moneta, bet nepaaiškėja, ar ji sunkesnė, ar lengvesnė. 
Sveriant pirmą kartą, paaiškėjo, kad 1, 2, 3, 4 ir 5, 6, 7, 8 
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sveria vienodai, vadinasi, netikrosios monetos reikia ieškoti 
tarp 9, 10, 11, 12, 13. Horizontalioji rodyklė nenurodo, ar. ji 
lengvesnė, ar sunkesnė. Sveriant antrą kartą, tarp lėkščių 
su 1, 2, 3 ir 9, 10, 11 buvo pusiausvyra. Taigi tos monetos 
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tikros; netikroji yra 12 ar 13. Sveriant trečią kartą ir lyginant 
12 monetą su 1, paaiškėjo, kad jos sveria tiek pat, vadinasi, 
netikra moneta yra 13. Anksčiau 13 moneta nebuvo sveriama, 
todėl ir nežinome, ar ji per lengva, ar per sunki. 

Įrodoma, jog pakanka svertį n kartų, kad rastume netik- 
rąją monetą tarp L monetų ir kad šio skaičiaus negalima 
sumažinti. Šio teiginio prasmė jau išaiškinta, nors nėra būdo, 
kuris užtikrintų, kaip būtų galima išsiversti, sveriant mažiau 
negu n kartų, bet galima atsitiktinai rasti netikrąją iš 13 mo- 
netų, sveriant 2 kartus. Jeigu turime 40 monetų, reikia sverti 
4 kartus, bet jų ir pakanka. Tepamėgina skaitytojas rasti iš 
4 monetų vieną netikrą, sverdamas 2 kartus (atvejis n= 2). 

Skysčių tūriai matuojami apibrėžto tūrio indais. Tarkime, 
turime tris — 12, 7 іг 5 litrų talpos — indus; pirmajame inde 
įpilta 12 litrų skysčio, kurį reikia išdalyti po lygiai į visus 
tris indus. Tai galima padaryti, pasinaudojant atitinkamu ly- 
giagretainio formos biliardo stalu (53 pav.), kurio kampų dy- 
dis 60° ir 120°. Įsivaizduokime, kad indai yra ant stalo ir 
kad biliardo rutulio išvestos linijos bet kuriuo momentu gali 
nustatyti, kiek skysčio yra kiekviename inde. 

Skystis pusiau dalijamas šiuo būdu: į kairįjį apatinį biliar- 
do stalo kampą padedame biliardo kamuolį ir pastumiame jį 
apatinio krašto kryptimi; kol biliardo kamuolys rieda tiesiai, 
skystis bėga, kaip parodyta 53 paveiksle, iš didžiojo indo į vi- 
dutinį; kai biliardo kamuolys atsimuša į kraštą ir pagal me- 
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chanikos dėsnius pakeičia savo kryptį, didžiajame inde skys- 
čio tūris nebekinta, ir skystis bėga iš vidutinio indo į mažąjį 
ir t. t. Taip trunka tol, kol skystis pasidalija lygiomis dalimis. 
53 paveiksle matome laužtinį iš 11 atkarpų susidedantį biliar- 
do kamuolio kelią; galinė rodyklė parodo vietą, kur skystis 
pasidalija pusiau. Matyti, kad kelias susideda iš 11 tiesių 
atkarpų. Vadinasi, reikia perpilti 11 kartų — tai paprasčiau- 
sias sprendimas. Jeigu iš pradžių kamuolį ridentume palei 
trumpąjį biliardo stalo kraštą, tai gautume kitą sprendimą. 
(Kiek kartų tektų perpilti šiuo atveju?) 

Jeigu turėtume stačiakampį biliardo stalą (54 pav.), kurio 
kraštinių ilgių santykis būtų išreiškiamas sveikais skaičiais 
(pavyzdžiui, 5:3), tai kamuolys, pasgumtas iš vieno kampo 
45° kampu, po keleto (mūsų atveju po šešių) atsitrenkimų 
vėl patektų į kampą. Paaiškinimą randame 55 paveiksle, ku- 
riame laužtinis kamuolio kelias pakeistas tiese. Stačiakampiai 
parodo biliardo kamuolio pakartotinius atsitrenkimus į stalo 
kraštus (kaip spindulys į veidrodį). Jeigu p:q yra mažiau- 
siais galimais sveikais skaičiais išreikštas kraštinių ilgių san- 
tykis, tai kamuolys, prieš vėl patekdamas į kampą, atsimuš 
(p+q—2) kartų. (Kodėl?) 

Tarkime, (56 pav.) kamuoliu A norima pataikyti į kamuolį 
B taip, kad kamuolys A atsitrenktų iš pradžių į dešinįjį, apa- 
tinį, kairįjį ir viršutinį bortus. Turime surasti į viršutinį bortą 
kaip į veidrodį atsispindėjusio taško B.vaizdą Bi, po to į kai- 
rįjį bortą atsispindėjusio taško B, vaizdą Be, tada į apatinį 
bortą atsispindėjusio taško В» vaizdą Вз ir pagaliau į dešinįjį 
bortą atsispindėjusio taško B; vaizdą B4. Tuomet taikome ka- 
muoliu A į В,. Galėsime nustatyti visus galimus būdus, Каір 
pasiekti tikslą, jeigu, kaip parodyta 55 paveiksle, nusibrai- 
žysime stačiakampių tinklą ir kiekviename stačiakampyje pa- 
žymėsime taško B vaizdus Bı, B2, Вз, ... Sujunge A su kuriuo 
nors vaizdu B,, gausime tiesę. Kad atstatytume laužtinį kelią, 
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reikia sulankstyti stačiakampius išilgai bendrų kraštinių, pra- 
dedant paskutiniuoju stačiakampiu. Jie visi padengia pirmąjį 
stačiakampį, ir jeigu tam bus panaudotas peršviečiamasis po- 
pierius, tai pamatysime laužtinį kelią. Šis būdas gali būti tai- 
komas ir sprendžiant uždavinį, kaip pataikyti į kampą. 
Norint kokį nors daiktą, pavyzdžiui, pyragaitj, padalyti 
į dvi lygias dalis, galima taikyti seną būdą, būtent: vienam 
leisti dalyti, о antram — pasirinkti. Šio būdo privalumai aki- 
vaizdūs — nė vienas negali prieštarauti prieš tokias dalybas. 
Pirmasis gali užsitikrinti jam priklausomą dalį, padalydamas 
pyragaitį, jo požiūriu, į lygias dalis; antrasis gali užsitikrinti 
sau tinkamiausią dalį, pasirinkdamas vertingesniąją pusę, — 
o jei jos atrodo vienodos, — bet kurią iš dviejų dalių. Priim- 
kime prielaidą, jog dalytinas objektas turi tokią savybę, kad 
skaidomas nepraranda savo bendrosios vertės, t. y. kad dalių 
vertė lygi visumos vertei, ir kad abu partneriai pripažįsta 
šią savybę net ir tuo atveju, kai jų nuomonės apie visą daik- 
tą ir jo dalis skiriasi. Tokių objektų, be abejo, esama, pa- 
vyzdžiui, kad ir rėtis riešutų. Kyla klausimas, kaip teisingai 
padalyti daiktą į tris ar daugiau dalių. Atsakyti galima, nuro- 
dant taisykles, kurias panagrinėsime penkių partnerių atvejui. 
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(Būdas lieka iš esmės tas pats nepriklausomai nuo partnerių 
skaičiaus.) Pažymėkime partnerius raidėmis A, B, C, D ir E. 
A turi teisę atsipiauti nuo pyrago bet kokią riekę; B gali part- 
nerio A atpiautą riekę sumažinti, bet jis to gali ir nedaryti; 
po to C turi teisę (bet ne pareigą) riekę (jau sumažintą ar 
nesumažintą) sumažinti ir t. t. Po to, kai E pasinaudojo ar 
nepasinaudojo savo teise, nustatoma, kas gi paskutinis pakeitė 
riekės dydį. Tarkime, kad tai buvo D. Tuomet jis gauna ta’ 
riekę, o likusioji pyrago dalis (įskaitant ir pirmosios riekės 
nupiautąsias dalis) teisingai padalinama partneriams A, B, C 
ir E. Antrajame rate dėl šio dalinimo būdo sumažėja part- 
nerių skaičius iki trijų, trečiajame rate — iki dviejų; paga- 
liau pastarieji du pasidalina likusį pyragą anksčiau aprašy- 
tuoju būdu: vienas piauna pusiau, antras pasirenka. Dabar iš- 
siaiškinkime, kaip kiekvienas partneris gali užsitikrinti sau 
tinkamą dalį, nežiūrint į tai, Ка. darys kiti jo partneriai. Kai 
A pirmajame rate atsipiaus riekę, kuri, jo manymu, yra !/5 
dalis viso pyrago, gali atsitikti, jog niekas jos nelies ir ji 
atiteks A. Šiuo atveju jis nepatirs neteisybės. Tačiau jeigu 
vienas ar keli partneriai jo 'rieke sumažins, tai ją gaus tas iš 
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jų, kuris paskutinis bus mažinęs. Sumažinus atpiautąją dalį, 
A manys, kad liko daugiau kaip */5 pyrago, kurį reiks dalyti 
keturiems partneriams, o tarp jų bus ir A. Antrajame rate 
A turi elgtis taip, kaip ir anksčiau. Jeigu jis vėl atsitiktinai 
bus pirmasis, tai turi atsipiauti tokią dalį, kuri jam atrodys 
lygi !/, liekanos. Šios taisyklės nepakanka, dar reikia paro- 
dyti, kaip turi elgtis partneris, jeigu jis nėra pirmasis. Tar- 
kime, kad, B manymu, A atpiautoji riekė atrodo per didelė, 
t. у., jo nuomone, ta riekė didesnė kaip !/5 viso pyrago. Tuo- 
met jam tereikia tą riekę atitinkamai sumažinti. Jeigu pasi- 
rodys, kad jis buvo paskutinis, kuris atsipiovė, tai jis ir gaus 
tą mažiausiąją riekę ir negalės nieko kaltinti. Jeigu jis jos 
negaus, tai reiškia, kad kažkas dar tą riekę piaustė jau po 
to, kai B ją sumažino ir laikė lygia '/5 viso pyrago, Vienas 
iš likusių kiek nors atpiovęs gaus tą riekę, kurią B laikys 
mažesne už !/5 viso pyrago. Taigi B dalyvaus tolesnėse py- 
rago dalybose, manydamas, jog jo esama daugiau negu */5. 
Dabar bus 4 partneriai ir B vienas iš jų. Dalybų būdas dabar 
aiškus: bet kuriame rate pirmasis partneris turi atsipiauti tokį 
gabalą, kurį jis laiko esant 1/n visumos dalimi, nesvarbu, ar 
tai būtų visas pyragas, ar tik jo dalis. Partneris, kuris šiame 
rate nėra pirmasis ir mato, kaip vienas iš dalyvių atsipiauna 
riekę, kuri jam atrodo didesnė negu 1/n-oji dalis viso gabalo, 
turi tą dalį sumažinti iki 1/n. O jeigu jis laiko, kad atpiautoji 
dalis Бар tik уга 1/п агра mažesnė, tai jis, žinoma, turi susi- 
laikyti. Sis būdas užtikrina kiekvienam priklausomą dalį. 
„Теіѕіпротіѕ dalybomis" remiasi toks lošimas: ant stalo 
tam tikrame plote supilta krūvelė visokių monetų (57 pav.), 
' 


57 рау. 


o dalyviai, kurių įnašai vienodi, turi pasidalyti jas ,,pyrago 
' dalinimo būdu“. Vietoj peilio dabar jie naudojasi grébliuku, 
kuriuo monetas iš apibrėžto ploto gali prisitraukti arba at- 
stumti. Šis būdas atitinka riekės „atpiovimą“ arba „sumaži- 
nima". Kadangi krūvelės dalis turi būti atskirta vienu grybš- 
niu, tai rezultatas priklauso nuo lošėjo įžvalgumo bei ap- 
sukrumo. > | 

Kitaip elgiamasi, dalijant nedalomus daiktus. Šį būdą iš- 
aiškinsime, pasinaudodami keturių brolių pavyzdžiu; jie turi 
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pasidalyti palikimą, kurį sudaro automobilis, paveikslas ir 
motociklas. Kiekvienas atskirai įvertina šiuos daiktus. Saky- 
sime, A rašo taip: automobilis — 3000 rb, paveikslas — 
5000 rb, motociklas — 1500 rb. B, C ir D įvertina taip pat. 
Arbitras iš vertinimo rezultatų sudaro lentelę: 


A B c D 
Automobilis ............ 3000 | 5000 | 2500 ' 3000 
Paveikslas ............. 5000 4000 4000 + | 6000 | 
Motociklas ............. [1500 | 1000 1000 500 
Iš viso ............ 9500 10 000 7500 9500 
Weg dalis кёз есы, жээ 2375 2500 1875 2375 


Šioje lentelėje matome, kad jam priklausomą palikimo 
dalį A įvertino 2375 rb, В — 2500 rb, С — 1875 rb ir D— 
2375 rb. Kiekvienos eilutės didžiausias skaičius apibrėžtas. 
Atskiras daiktas atitenka tam, kas jį brangiausiai įvertino: 
A gauna motociklą, B — automobilį, D — paveikslą, о С — nie- 
ko. Taigi susidaro tokia padėtis: 


A ` B C D 


Gavo daiktą, kurio vertė .......... 
Jo įvertinimu jam priklauso ........ 


Gavo per mažai .................... | 875 1875 . 
Gavo per daug .................... 2500 3625 


Taigi В ir D grynais pinigais turi pridėti 2500 + 3625 — iš 
viso 6125 rb. Iš šios sumos A gauna 875 rb ir С — 1875 rb, 
iš viso 2750 rb. Lieka 6125—2750=3375 rb pertekliaus, kurį 
paveldėtojai turi lygiomis pasidalyti taip, kad kiekvienas dar 
gautų po 843,75 rb. 

Taigi grynais pinigais priedo gauna: 


A c 
875 1875 
+ 843,75 + 843,75 


1718,75 « 2718,75 


Grynais pinigais įmoka: 


B D 
__2500 __3625 

843,75 843,75 

1656,25. 2781,25 
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Tokiu būdu broliai B ir D įmoka tiek, kiek turi gauti bro- 
liai A ir C. Lengva įžiūrėti, kad kiekvienas brolių arba daik- 
tais, arba pinigais gavo 843,75 rb daugiau, negu jam pri- 
klausė pagal jo įvertinimą. Pavyzdžiui, D tikėjosi gauti 
2375 rb. Jis gavo paveikslą, kurį pats įvertino 6000 rb. Iš tos 
sumos jis įmokėjo grynais 2781,25 rb, taigi jam liko 
3218,75 rb, kaip tik 843,75 rb daugiau už tą sumą (2375 rb), 
kuri jo įvertinimu turėjo sudaryti ketvirtadalį palikimo. Tas 
pat laukia ir kity.broliu. 

Padalinti žemės plotą patogiausia, naudojantis planu. Sa- 
kysim, trys vieno sodo savininkai nori jį padalyti lygiaver- 
tėmis dalimis. Tuo tikslu ant permatomo popieriaus jie nu- 
braižo sodo planą — 3 egzempliorius — ir kiekvienas savo 
egzemplioriuje nubrėžia dvi statmenas gatvei linijas, kurios, 
jo nuomone, padalija sodą į tris lygiavertes dalis (tos dalys 
gali būti nevienodo ploto, nes žemės vertė priklauso nuo vie- 
tos, ir partneris, kurio namai arti sodo, vertina 1 m? arčiau 
namų brangiau, negu 1,2 т? toliau nuo jų). Aišku, čia kal- 
bama apie subjektyvią vertę. Uždėję planus vieną ant kito, 
pamatysime šešias raidėmis A, B, C (Arnoldo, Bernardo ir 
Celestino) pažymėtas linijas. Jeigu linijos išsidėsčiusios taip, 
kaip 58 paveiksle, arbitras paskiria Arnoldui I, Bernardui — 
II ir Celestinui — III dalį. Kaip matome, kiekvienas gauna dau- 
giau, negu tą dalį, kurią buvo pažymėjęs trečdaliu daržo 


ГА 
АВ С A в 


Galvė 58 pav. 


(pagal vertę). Linijos gali būti įvairiai nubrėžtos — yra 8 ga- 
limybės,— bet visuomet galima taip padalyti, kad kiekvienas 
gautų ne mažiau už tą plotą, kurį jis laiko trečdaliu sodo. 
Kai kuriais atvejais arbitras kerta rėžius tarp dviejų stat- 
menų pusiau, bet tai nebūtina. 

Dalybų, pasinaudojant planu, pranašumas tas, kad kiek- 
vienas partneris уіеги metu gali pareikšti savo nuomonę, о 
siūlomos dalijimo linijos, kurias brėžia kiti, lieka partneriui 
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nezinomos. Arbitro vaidmuo apribojamas sprendimu, kurj jis 
daro, remdamasis išankstiniu susitarimu, kad kiekvienas part- 
neris gautų ne mažiau kaip trečdalį. 

Šį būdą galima taikyti ir dalijant tortą. Ir vis tik papras- 
čiausia pasielgti taip: partneris A padalija tortą į tris dalis, 
B ir C, kiekvienas skyrium, pareiškia, kurias dalis jie laiko 
pakankamomis ir kurias per mažomis. Žinoma, kiekvienas jų 
turi logiškai elgtis — pareiškęs, kad dvi dalys per mažos, turi 
pripažinti, jog trečioji pakankama. Jeigu B ir C atrodo viena 
ir ta pati dalis pakankama, tai A pasirenka dalį iš likusių dvie- 
jų; likutis padalinamas B ir C. B turi teisę vieną tų dalių 
sumažinti, o C gali pasirinkti vieną iš gautų tuo būdu dalių. 
Jeigu B laiko vieną dalį esant pakankama, o C — kitą, tai jie 
ir pasiima tas dalis, palikdami trečiąją dalį A. Šis torto dali- 
nimo būdas pranašesnis tuo, kad tortas niekada nebus su- 
piaustytas daugiau kaip į 4 dalis. 

Yra žinoma atstovų vietų padalitinie problema, kai rin- 
kimai proporcingi. Paaiškinsime ją, esant trims partijoms A, 
B ir C, kai paduotų balsų skaičius tiksliai apskaičiuotas ir 
vietos parlamente paskirstytos proporcingai. Kadangi vietų 
skaičius negali būti trupmeninis, tai kiekviena partija gauna 
iš pradžių tiek vietų, kiek jų išeina sveikaisiais skaičiais. Po 
to trupmenos išdėstomos pagal didumą, ir kiekviena partija 
gauna po vieną vietą savo trupmeninei daliai, kol visos vie- 
tos išdalijamos. Pavyzdžiui, apygarda turi 150 000 rinkėjų ir 
penkis atstovus. Partijos A, B, C gavo atitinkamai 43 500, 
69 000 ir 37500 balsų. Taigi jų pretenzijos bus 1,45, 2,3 ir 
1,25 vietoms. Iš pradžių A gauna 1, В — 2 іг С — 1 vietas. Iš 
liekanų 0,45, 0,3 ir 0,25 sužinome, kad penktoji vieta tenka 
partijai A. Taigi galutinis rinkimų rezultatas bus toks: partija 
A gauna du atstovus, partija В — taip pat du ir partija С — 
vieną. Nusibraižykime lygiakraštį .trikampj (59 pav.), kurio 
aukštinė lygi 10 cm. Bet kurio taško, esančio šio trikampio 
viduje, atstumų nuo kraštinių A, B ir C suma visuomet lygi 
10 cm. Kiekvieną tašką galima traktuoti kaip galimą rinkimų 
rezultatą, laikant, kad 1 mm atitinka 1500 balsų. Pavyzdžiui, 
mažu skrituliuku brėžinyje pažymėtą tašką atitinka rezultatas 
(43 500, 69 000, 37 500), nes nuo kraštinių A, B іг С jo at- 
stumą milimetrais padauginę iš 1500, gauname šį rezultatą. 

Visi tie taškai, kurie praktiškai reiškia tokį pat vietų pa- 
dalijimą, užpildo taisyklingą šešiakampį; mūsų pavyzdyje toks 
šešiakampis pažymėtas skaitmenimis 2, 2, 1. Po to kai vietų 
pasiskirstymas bus įrašytas į kiekvieną šešiakampį, apskaičia- 
vus balsus, galutinį rinkimų rezultatą galima gauti tiesiog 
iš brėžinio, visai neskaičiuojant liekanų. Rodyklė brėžinyje 
rodo, kaip gali atsitikti, kad partija A (esant tam pačiam 
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59 pav. 


bendram rinkėjų skaičiui) sekančiuose rinkimuose gali lai- 
mėti balsų ir prarasti vieną vietą. Šią vietą gali laimėti tik 
kita partija, padidinusi savo balsų skaičių. (Kaip tai suderins 
skaitytojas su rezultatu, kuris būtų pavaizduotas priešingos 
куре rodykle?) 

ia išnagrinėtoji vietų padalijimo sistema vadinama ,,ma- 
žiausių liekanų sistema“. Esama dar kelių kitų proporcingo 


mandatų padalijimo sistemų, bet nė viena jų negali išvengti 
paradokso, kad partija, laimėdama balsų, gali prarasti vietą. 
Kiekviena rinkimų sistema veda į lygiakraščio trikampio pa- 
dalinimą laukeliais. Trys laukeliai (60 pav.), kurie atitinka 
trejetus (2, 2, 1), (2, 1, 2) ir (1, 2, 2), ribojasi vienas su kitu. 
Norint išvengti aukščiau minėtojo paradokso, reikia dvi lau- 
kelį (1, 2, 2) ribojančias linijas taip įbrėžti, kad jos abi toltų 
nuo trikampio pagrindo, t. y. kad kampas tarp jų būtų di- 
desnis kaip 180°. Tą patį reikia taikyti ir kitiems dviem lau- 
keliams. Tačiau negali gi būti kiekvienas tų trijų kampų di- 
desnis kaip 180“, nes jie drauge sudaro pilnutinį kampą. 


PARKETŲ KLOJIMAS 
A SKYSČIŲ MISINIAI 

PLOTY IR ILGIŲ 

MATAVIMAI 


Proporcingujy rinkimy brézinys (60 pav.) primena mums me- 
daus korį. Nuotraukoje (61 pav.) matome šešiakampėmis ląs- 
telėmis užpildytą plokštumą, kurioje viename taške susiduria 
ne daugiau kaip trys šešiakampiai. Tai vienintelis atvejis, kur 
kiekvienas kampas yra „trečio laipsnio“ (62 pav.); kiekvie- 
nas kitoks plokštumos padalijimas sudaro taškus, kuriuose 
susiduria daugiau kaip trys sritys. 

Kaip parketas klojamas iš kvadratėlių, jau buvo pavaiz- 
duota 12 paveiksle. Iškraipant kvadratus, galima iškloti par- 
ketą iš bet kurių keturkampių (63 pav.). Parketo klojimas iš 
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62 pav. 


trikampiy (64 pav.) yra paskutinis Sios klasés pavyzdys; ap- 
siribojus viena parketo lenteliy forma bei dydziu ir parinkus 
jas taisyklingų daugiakampių pavidalo, galima gauti tik vie- 
ną parketų klojimo būdą. Visą plokštumą galima padengti 
iškilais septynkampiais, kaip tai parodyta 65 paveiksle. 
Jeigu plokštumą dengsime įvairiais taisyklingais daugia- 
kampiais taip, kad visuose kampuose susidurtų. vienodas skai- 
čius vienodos formos daugiakampių, tai gausime homogeninį 
parketą. Kadangi taisyklingojo n-kampio kampas lygus 2— 


Í stačiųjų kampų, arba > —-- pilnutiniy kampy, tai parketo 


63 pav. 


64 pav. 


klojimo būdui nustatyti reikia rasti tokius teigiamus sveikuo- 
sius skaičius п, р, q, r, ..., kad būtų teisinga lygybė: 
1 1 1 1 1 1 
| 2 atz a'a ee 

Šią sąlygą tenkina septyniolika skirtingų pavyzdžių, bet tik 
vienuolika iš jų (neuždengiant iš dalies vienas kito) galima 
iškloti visą plokštumą — tai jau trys minėtieji (12, 62 ir 64 
pav.) ir aštuoni pavaizduoti sekančiuose puslapiuose (66—73 
pav.) parketo klojimo pavyzdžiai. Nehomogeniniai parketai 
yra gal dar gražesni už homogeninius: 74, 75, 76 ir 77 pa- 
veiksluose matome jų pavyzdžius. Jų skaičius neribotas. 


VI 


\ 


RSS 65 pav. 


60 


Kokia mczaika geriausia? Pirmoji, t. y. šešiakampė, kaip 
tai matyti iš korių. Čia sąvoka „geriausia“ įgyja tokią pras- 
mę: jeigu tektų padalyti šalį į 1 ha dydžio sklypus ir kiek- 
vieną jų aptverti, panaudojant kiek galima mažiau medžia- 
gos, turėtume sklypus daryti taisyklingų šešiakampių pa- 
vidalo. 

Šios išvados tinka ir siuvant avalynę. Žmonių pėdos būna 
įvairaus pločio bei ilgio. Jeigu lentos kampe (78. pav.) pa- 
dėsime keturkampį, kurio ilgis ir plotis atitinka pėdos mat- 
menis, tai to keturkampio priešingo kampo viršūnė pažymės 
lentoje tašką; tokių taškų bus tiek, kiek yra skirtingų pėdų. 
Fabrikas, gaminantis vyriškus batus, turėtų avalynės parduo- 
tuvėse išmatuoti daugelio vyrų pėdas. Matavimai lentoje su- 
daro taškų šeimą. Pasirodo, kad keleto šimtų ar net tūkstan- 
čių taškų šeima gana kompaktiška, t. y. tik nedaugelis taškų 
bus labiau nutolę nuo likusių. Šiam nedaugeliui ,,nenorma- 
lių“ kojų avalynės fabrikas batų negamins. Tuo tarpu „nor- 
malioms“ vyrų kojoms pakanka 27 įvairaus ilgio ir pločio 
tipų. Taigi fabrikui pakanka tik 27 kurpalių, bet iškyla klau- 
simas, kaip parinkti tų kurpalių matmenis. Aišku, jog tokiu 
atveju matavimų lentoje reikia parinkti taškus taip, kad kiek- 
vienas anos kompaktiškos taškų srities taškas būtų kuo arčiau 
nuo vieno iš 27 taškų. Tuo tikslu taškai dažniausiai paskirs- 
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75 pav. 


76 pav. 


66 


77 pav. 


78 pav. 


tomi taip, kaip parodyta 31 paveiksle; kiekvieną tašką galima 
laikyti kvadrato centru, kas atitinka kvadratų mozaiką. Tačiau 
čia gali būti panaudota šešiakampių mozaika. Tuomet kiek- 
vienas taškas yra taisyklingo šešiakampio (79 pav.) centras. 
Šiuo atveju, pasirodo, antroji mozaika tinkamesnė, turint tą 
patį tipų skaičių (27), parinktųjų taškų atstumas nuo greti- 
mųjų taškų maždaug 7°/) mažesnis; tai palengvina pirkėjams 
pasirinkti avalynę. Galima pagaminti prisimatavimo lentą 
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(80 pav.) su SeSiakampiy mozaika, kurios kiekviename lau- 
kelyje įrašytas batų tipas. Norint rasti tinkamiausią batų nu- 
тегі, pėda pastatoma į matavimo lentos su aukštu kraštu 
kampą ir prie jos priglaudžiamas judantis matuoklis, kurio 
kampo viršūnė parodo reikiamą batų. numerį. 


80 pav. 


Raštai, kuriuos galima pamatyti upės pakrantėje, išdžiū- 
vus purvui saulėje, arba fajanso plytelėse (81 pav.), atrodo 
visiškai netaisyklingi, ir vis dėlto paprastai jie sudaro sta- 
čiuosius kampus. Tai galima paaiškinti, jeigu tarsime, jog 
purvo sluoksnis trūkinėja, jam traukiantis. Trūkio linija pagal 
vieną mechanikos principą turi taip eiti, kad darbas trūkiui 
sudaryti būtų kuo mažiausias. Darbas yra proporcingas at- 
skylančių gabalėlių plotui, todėl trūkio linijos turi eiti taip, 
„ kad plyšių atskirti paviršiai būtų kuo mažiausi. Taip gaunami 
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statūs kampai, jeigu trūkinėjanti medžiaga yra homogeninė; 
kintantis sluoksnio tankis iškreivina linijas. Vadovaujantis 
šia pastaba, daugeliu atvejų galima nustatyti, kuri linija at- 
sirado pirmiau ir kuri paskiau: pirmesnioji iš dviejų linijų. 
praeina statmenai per susidūrimo tašką. Tokiu būdu galima 


82 pav. 


pasekti įtrūkių atsiradimo istoriją ir kartais surasti visos sis- 
temos ,,prosenele”. 

Tarkime, kad raštą iš pradžių sudarė dvi sritys A ir B. 
Atsiranda nauja linija, kuri jungia jau esamų linijų du taškus 
ir sąlygoja naujos srities C atsiradimą (82 pav.). Kadangi 
naujoji padalija kreives į dvi dalis, tai kreivių skaičius pa- 
didėja trimis. Po n žingsnių susidaro n naujų sričių ir 3n nau- 
jų linijų. Kadangi iš pat pradžių buvo dvi sritys ir trys li- 
nijos, tai dabar jau bus n+2 sritys ir 3n+3 jas ribojančios 
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linijos. Jeigu išorę (vandenyną) laikysime taip pat sritimi, tai 
turėsime n+3 sritis ir 3n+3 sienas. Kiekviena siena yra bend- 
ra dviem sritims, ir, ja nubrézus, padidinamas „kaimynių“ 
skaičius dviem: X—Y ir Y—X. Taigi turime 6n+6 galimas 
kaimynystes ir vidutinį krašto kaimynų skaičių “+? =6 — 


122. Salos, kurioje уга К valstybių, vienos valstybės viduti- 
n 


nis kaimynų skaičius lygus 6—2. Šis skaičius mažesnis 
k 


už 6, bet artėja prie 6, kai kraštų skaičius didėja; be to, čia 
vandenynas laikomas šalimi ir sausumos šalių skaičius k ly- 
gus n+2, taigi vidutinis kaimynų skaičius lygus 6—2. 

Nebekreipkime į vandenyną dėmesio, o kranto nelaikykime 
siena. Tuomet prarandame vieną sritį ir mažiausia šešias kai- 
mynystes, kaip tik mažiausias išorinių arba pakrantės šalių 
skaičius yra 3. Kadangi vidutinis kaimynysčių skaičius buvo 
mažesnis kaip 6, tai šis vidurkis sumažėja ir bus mažesnis už 

as, taigi pirmiausia tikrai mažesnis uz 6. Sakéme, kad 
pakrantės šalių mažiausias skaičius (kai к2>3) уга 3. Lengvai 
galime nusibraižyti kelių šalių (pavyzdžiui, 10) žemėlapį taip, 
kad jame tebūtų viena arba dvi pakrantės šalys. Tai bus tik | 
tuo atveju, jeigu bus „žiedinių“ arba tokių šalių, kurios atsi- 
duria tarp dviejų nesusijungiančių sienų. Be to, neatkreipėme 
dėmesio į tai, jog daugiau kaip 3 šalys turi bendrą pasienio 
tašką. 

Dabar išnagrinėkime, ar visuose žemėlapiuose vidutinis 
kaimynysčių skaičius mažesnis už šešis. Imkime bet kokį že- 
mėlapį, tik su viena sąlyga, kad kiekviena šalis yra ištisinė 
(be enklavų). Pradedame kuria nors šalimi ir brėžiame iš eilės 
kitas sienas, kiekvieną kartą sujungdami du sienos taškus. 
Gali pasitaikyti, kad tokia linija neapibrėš naujos šalies (ka- 
da?), bet tuomet nebus ir naujų kaimynysčių. Jeigu atsiranda 
nauja šalis, tai tik viena, kai tuo tarpu naujų lankų skaičius 
gali būti 1, 2 arba 3. Tokiu būdu gali atsirasti daugiausia 6 nau- 
jos kaimynystės — ankstesnę mintį galima laikyti teisinga: 
vidutinis kaimynysčių skaičius yra mažesnis už 6. Tačiau šį 
kartą vandenyno neatsisakėme, čia jis buvo laikomas šalimi. 
Kiekviename bet kaip nubraižytame žemėlapyje anksčiau mi- 
nėtoji taisyklė tinka ir tada, kai skaičiuojame tik sausumos 
šalis ir jų sienas. Įrodymas tikriausiai nėra paprastas, ir au- 
torius nėra tikras, ar apskritai jis yra. 

Įsivaizduokime, kad sistemingai stebime vaiko augimą nuo 
pirmųjų jo gyvenimo metų, vadovaudamiesi šiuo būdu: bal- 
toje liniuotėje juodu brūkšniu pažymime vaiko ūgį ir greta 
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užrašome jo amžių. 1 reiškia pirmųjų metų pabaigą, 1,1 — 
antrųjų metų dešimtosios dalies pabaigą, 2 — antrųjų metų 
pabaigą ir t. t. Tarkime, kad augimo greitis yra atvirkščiai 
proporcingas laikui (tai reiškia, kad vaikas antraisiais savo 
gyvenimo metais paūgėja dukart mažiau, negu pirmaisiais, 
o trečiaisiais metais — triskart mažiau, negu pirmaisiais ir t. t.), 
tuomet skaičiai liniuotėje sudaro skalę, kurią pavadinsime lo- 
garitmine. Tokias skales randame logaritminėse liniuotėse — 
dvi viršuje ir dvi apačioje; abi vidurinės šių keturių skalių 
yra slankiojančiame skląstelyje (83 pav.). Nepriklausomai nuo 
to, kokioje padėtyje bus skląstelis (84 pav.), visuomet vienas 
prieš kitą esantys skaičiai bus proporcingi. Pavyzdžiui, šiuo 
atveju viršutinės pastovios skalės skaičiai yra 2,45 karto di- 
desni, negu prie jų esantys skląstelio skaičiai. Norėdami, sa- 
kysime, padauginti 3,45 iš 2,45, nustatome judančio rėmelio 
stikliuko brūkšnelį ties skaičiumi 3,45 (skląstelio skalėje) ir 
perskaitome virš jo sandaugą 8,45. Esant tai pačiai skląstelio 
padėčiai, apatinėje skalėie randame 1,565 · 1,86= 2,91. Paklai- 
да — maždaug 0,3°/o. Viršutinės korpuso skalės skaičiai уга 
tiksliai po jais esančių apatinės korpuso skalės skaičių kvad- 
ratai. Paveiksle rėmelio brūkšnelis pažymi skaičių 2,912 
=8,45. Taigi logaritmine liniuote galima traukti ir kvadratinės 
šaknis. (Kaip?) Logaritminė liniuotė itin patogi, sprendžiant 
uždavinius pagal triskaitę taisyklę. 

Jeigu sumaišysime du skirtingo specifinio svorio skys- 
čius, pavyzdžiui, dvi gazolino rūšis, tai galėsime rasti mišinio 
specifinį svorį, pasinaudodami tokia nomograma (85 pav.). 
Plačioji įstrižoji brėžinio skalė yra slankiojanti. Taškas, ku- 
riame ji kerta kairiąją vertikalinę liniją, atitinka lengvesniojo 
skysčio specifinį svorį; taip pat jos susikirtimo su dešiniąja 
vertikale taškas atitinka sunkesniojo skysčio specifinį svorį. 
Tuomet jos susikirtimo su įstrižąja nejudamąja skale taške 
perskaitysime mišinio specifinį svorį. Be to, gulsčioje pasto- 
vioje skalėje susikirtimo taškas parodo sunkesniojo skysčio 
procentinę dalį. Kad rastume specifinį svorį mišinio, suda- 
ryto iš 55°/o alyvos, kurios specifinis svoris 0,830, іг 459/, 
gazolino, kurio specifinis svoris 0,543, nustatome judamaja 
skalę taip, kad jos taškai 0,830 ir 0,543 būtų ant vertikalių, 
ir lygiagrečiai stumiame ją tol, kol ji kirs pasvirusios skalės 
tašką 55. Pasiekė šią padėtį, judamojoje skalėje matome 
skaičių 0,701, kuris ir yra mišinio specifinis svoris. Šis būdas 
paremtas skalių sudarytų trikampių panašumu. Dvi. ištisines 
pasviras linijas panaudojame tais atvejais, kai mišinį suda- 
rančių skysčių specifiniai svoriai skiriasi mažiau kaip 20°/o. 
Tuomet tos linijos pakeičia vertikales. Žinodami bet kuriuos 
tris dydžius, galime rasti ketvirtąjį. Jeigu, pavyzdžiui, žinomi . 
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mišinio komponentų ir viso mišinio specifiniai svoriai, tai 
iš nomogramos galime gauti komponenčių procentines dalis. 
(Kaip?) 

Žinomos taip pat ir paprastesnės nomogramos, pavyzdžiui, 
lęšio nomograma. Daikto, jo vaizdo ir lęšio židinio atstumus 
d, v ir f (86 pav.) sieja formulė !/+!/,=!/;. Jeigu nomogra- 
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moje (87 pav.) nubrėšime tiesę per du iš šių taškų, tai tre- 
čiąjį perskaitysime. Mūsų atveju, pavyzdžiui, daikto atstumas 
nuo lęšio 7,5 cm, židinio— 3 cm, taigi vaizdą matysime už 
5 cm kitapus lęšio. Šią nomogramą galima panaudoti, kai 
reikia rasti, per kiek laiko h du darbininkai gali atlikti tam 
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Atvaizdas 


Zidinys 


Daiktas 


А [2515 87 рау. 
tikrą darbą, kai vienas jų tą darbą atlieka per g ir antras per 
b valandų. Jeigu vienas darbininkas anglies vežimą pakrauna 
per 5 val., o jo pagalbininkas — per 7,5 val., tai jie drauge tą 
darbą atliks per 3 val. 

Galima nubraižyti nomogramą ir be skaitinių skalių. Paga- 
mintos iš medžiagos, kurios tankis d g/cm’ ir tempiamos P 
sunkio jéga stygos, kurios ilgis L mm ir skerspiūvio spindu- 
lys r mm, virpėjimų skaičių per sekunde n nusako Merseno 


formulė: 
Žali V P 
Р 2Lr na’ 
čia л=3,14159... 
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Jeigu apsiribosime 1 m ilgio stygomis, ištemptomis 100 kg 
sunkio jėga, tai gausime (88 pav.) nomogramą, iš jos galė- 
sime rasti stygos skersinio piūvio spindulį, jeigu žinosime 
medžiagą ir tono aukštį. Paveiksle punktyrine linija pažymė- 
tas spindulys geležinės (Fe) stygos, kurios tono aukštis a. No- 


88 pav. 


mograma buvo nubrėžta, naudojant skaičius. Merseno for- 
mulė buvo išlogaritmuota ir panaudotos logaritminės skalės 
taip, kaip logaritminėje liniuotėje; toliau vietoj virpėjimų 
skalės naudojamas smuiko raktas, kuris vaizduoja skalę; vie- 
toj tankių buvo paimti atitinkamų tankių metalų pavadini- 
mai. Vietoj skaičių, kurie nurodo spindulius, nubraižyta ati- 
tinkamo storio rodyklė. Šioje nomogramoje galima rasti tono 
aukštį, kai žinomi skerspiūvis ir medžiaga. Kai kurie atstumai 
tarp gaidų linijų didesni už kitus; kodėl? 

Daugiakampis sveikųjų skaičių gardelėje (89 pav.) paaiš- 
kina tokį teiginį: bet kurio daugiakampio, kurio viršūnės yra 
gardelės taškuose, plotas lygus daugiakampio viduje esančių 
gardelės. taškų skaičiui plius pusė kraštinėse esančių taškų 
skaičiaus ir minus vienetas. Mūsų atveju daugiakampio plotas 
lygus 6+ 11/2—1 = 10,5. 

Pirmiausia Іепруа patikrinti, kad Sis teiginys уга teisingas 
stačiakampiui, kurio kraštinės lygiagrečios gardelės ašims. 
Jeigu pagrindo ilgis lygus m vienetų ir aukštis п vienetų, 
tai plotas lygus mn kvadratinių vienetų. Ant jo kraštinių yra 
keturios viršūnės 2(m-—1) taškų abiejuose pagrinduose, 2(n—1) 
taškų abiejuose šonuose, vadinasi, iš viso b=2m+2n gardelės 
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taškų ant sienos. Vidaus taškai sudaro m—1 vertikalių ir n—1 
horizontalių eilių, taigi gauname i= (т—1) · (n—1) vidaus taš- 
kų. Pagal taisyklę plctas A turi būti lygus :4b/2—1, kas 
sutampa su stačiakampio plotu: (m—1) - (0—1) +5,(2m+2n)— 
—1=m-n. Po to galima įsitikinti, kad du daugiakampiai, tu- 
rintys bendrą kraštinę, gali būti suglausti į vieną daugiakampį, 
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praleidžiant tą bendrą kraštinę, іг kad dydis i+b/2—1 уга 
lygus atskirų daugiakampių analogiškų dydžių sumai. Iš čia 
išplaukia, kad dydis i+b/2—1, kuris atitinka trikampį, gau- 
namą, dalijant stačiakampį įstrižaine pusiau, lygus pusei sta- 
čiakampį atitinkančio skaičiaus ir todėl lygus trikampio plo- 
tui. Pagaliau bet kuris daugiakampis gali būti gautas, sude- 
dant bei atimant atitinkamus trikampius, todėl taisyklė 
A=i+b/2—1 tinka kiekvienam daugiakampiui, kurio viršūnės 
sutampa su skaičių gardelės taškais. 

Gardelės taškus galima panaudoti plotui surasti net ir 
tais atvejais, kai turime bet kokio pavidalo sritis. Sritį ga- 
lima visuomet taip perstumti, kad srities užklotų gardelės 
taškų skaičius pasidarytų lygus jos plotui arba jį viršytų. 
Pavyzdžiui, 90 paveiksle užbrūkšniuoto paviršiaus plotas ly- 
gus 11 vienetų. Įsivaizduokime, kad tas plotas uždėtas bet 
kaip ir sukarpytas išilgai gardelės linijų. Figūra suskyla 
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mūsų prielaidai, kad tas plotas lygus 11° vienetų. Suradus 

tašką, turintį reikalaujamą savybę, kvadratai vėl išdėliojami 
vienas šalia kito (92 pav.), ir srityje pamatome 11 (arba dau- 
giau) duriy. Pastūmus sritį taip, kad kuris nors dūris sutaptų ` 
su gardelės tašku, sutaps ir kiti dūriai su jos „taškais. Mūsų 
nagrinėjimas tinka ir figūrai, kurios plotas lygus 10,1 vieneto. 

(Kodėl?) Galima įrodyti, kad ta tigūra galima uždengti lygiai 
11 gardelės taškų. 

Jeigu nesiekiama didelio tikslumo, galima panaudoti skai- 
čių gardelę plotams apskaičiuoti. Pavyzdžiui, jeigu reikia iš- 
matuoti lapo plotą, tai uždedame ant jo celuloidinę plokštelę, 
kurioje sužymėti taškai taip, kaip parodyta 89 paveiksle, at- 
stumas tarp taškų 3,16 mm. Suskaičiuokime, kiek taškų yra 
ant lapo. Jeigu jų bus n, tai lapo plotas bus 10n mm? (apy- 
tiksliai). Šį metodą galima patobulinti, kad taškai būtų pa- 
skirstyti taip, kaip parodyta 93 paveiksle. 
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Panagrinékime iškilų, apribota kreive paviršių, kurio plo- 
tas lygus 4, turintį centrą, t. y. tašką, kuris dalija pusiau 
visas per jį einančias stygas. Jeigu šią iškilią figūrą padėsime 
skaičių gardelėje (93 pav.) taip, kad centras sutaptų su ku- 
riuo nors gardelės tašku (padėtis gali būti bet kokia), tai ji 
padengs mažiausiai dar du kitus gardelės taškus. Tai vienas 
Minkovskio atradimų geometrijoje. 

Šią teoremą (kurią įrodyti nėra lengva) panaudosime tam, 
kad įvertintume, kaip toli galima matyti pro taisyklingai 
kvadratais susmaigytas apynių kartis. Tarkime, jog žiūrime iš 
taško, kur buvo įsmeigta viena kartis, kurią pašalinome, no- 
rėdami, kad stebėtojas tiksliai stovėtų tame gardelės taške, 
Apynių karčių projekcijos (94 pav.) yra maži skrituliukai, 
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kuriy spindulys r. Matymo linija siekia tol, kol priartéja ma- 
žiau kaip per r prie gardelės taško. Per stebėjimo tašką 
nubrėžiame tiesę, kuri į abi puses tęsiasi ne mažiau kaip 1/r, 
ir laikome ją stačiakampio, kurio pagrindas 2r, vidurine linija. 
Stačiakampio plotas lygus 4 ir jo centras sutampa su vienu 
gardelės tašku. Pagal Minkovskio teoremą mažiausiai dar du 
gardelės taškai patenka ant stačiakampio. kraštinės arba į jo 
vidų. Taigi apie juos apibrėžtieji skrituliai lies siauros stačia- 
kampės juostos vidurinę liniją arba ją kirs ir užstos matymo 
lauką, todėl negalėsime matyti toliau kaip 1/r. Tačiau iš 
tikrųjų galime beveik tiek toli matyti. Kad tai įrodytume, 
pažvelkime kryptimi, kuri liečia artimiausią tos pačios eilės 
skritulį. Prailginame liniją iki artimiausios lygiagrečios eilės 
ir apskaičiuojame, kokiu atstumu ji kerta (punktyrine) tos ei- 
lės vidurinę liniją. Lengva pamatyti, jog didysis ir mažasis 
statūs trikampiai panašūs. Reikia apskaičiuoti didžiojo tri- 
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kampio jzambine h. Iš trikampių panašumo gauname propor- 
ciją h:1=1:r, iš kurios gauname h=1/r. Tačiau tiek toli, 
kiek leidžia h, negalime matyti, nes artimiausioje eilėje yra 
skrituliy, kurie sudaro kliūtis matymo linijoje. Pastumkime 
tokį skritulį išilgai artimiausios eilės vidurinės linijos (punk- 
tyrinės) tiek, kad jis liestų matymo liniją. Tokiu būdu gau- 
name kitą trikampį, kongruentišką mažajam trikampiui. Jo 
kraštinė išilgai matymo linijos lygi V1—r*; šią reikšmę reikia 
atimti iš 1, kad gautume matymo atstumą nepalankiausiu at- 
I 


veju. Žinoma, mūsų matymo linija palies jau pirmojoje eilėje 
mažą skritulį, bet, truputį pakeitę regėjimo kampą, galime 
išvengti šios kliūties, ir mūsų akiratis labai mažai tesutrum- 
pės. Taigi galime tvirtinti, kad mūsų žvilgsnis aprėps dar 


kai kuriuos taškus, iki kurių atstumas beveik lygus Le 


.Vi—r, bet nesieks jokio taško, iki kurio atstumas būtų di- 

"dešnis kaip -L. Pavyzdžiui, jeigu karčių skersmuo 5 cm ir 
r 

jos susmeigtos 50 cm atstumu viena nuo kitos, gauname, lai- 


kydami 50 cm atstumą ilgio vienetu, r=0,05. Taigi L =20 vie- 


netų =10 m ir + — 12—12 19,0013 vienetų = 9,50 m. Vadi- 
nasi, tolimiausio dar matomo taško atstumas yra tarp 9,5 ir 
10 m. 

‚ Nustatyti plotus lengviau, negu ilgius. Tai. pagrįsta tuo, 
«kad, nustatę plotą apibrėžiančią kreivę (tam tikru tikslumu), 
galime įvertinti jos apibrėžtą plotą ir paklaida bus tuo ma- 
žesnė, kuo didesnis bus duotas tikslumas, ir ji gali būti pada- 
ryta kiek*norima maža. Kitaip su ilgiais. Dvi labai' arti viena 
kitos esančios linijos gali žymiai skirtis savo ilgiu. Pavyz- 
džiui, laužtė (95 pav.) yra apie 409/; ilgesnė už tiesės atkarpą 
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(nors abi linijos уга vienoje juostoje, taigi tam tikra prasme 
„kaimynės“). Yra begalinio ilgio linijų, jeigu pripažįstame 
egzistuojant daiktus, kurie matematine kalba gali būti korek- 
tiškai apibrėžti ir nesiremia realių modelių pateikimu. Mate- 
matikams tokios begalinio ilgio kreivės reikalingos teoriniams 
nagrinėjimams. Tokios teorinės problemos pavyzdžiu gali būti 
uždavinys — nubrėžti tokią kreivę, kuri eitų per kiekvieną 
kvadrato tašką. Čia „kvadratu“ laikome visų jo kraštinių ir 
vidaus taškų visumą. Lenkų matematikas Sierpinskis šį užda- 


80 


vinį išsprendė taip: pradėdamas uždaru daugiakampiu (96 
pav.), toliau sujungė keturis panašius daugiakampius (97 pav.) 
kryžiumi, po to sujungė keturias į kryžių panašias figūras (98 
рау.) ir t. t., vis kartodamas konstrukcijas ir mazindamas jų 
elementus (99 ir 100 pav.). Šių artėjimų riba yra užpildanti 
visą kvadratą kreivė, kurią galime laikyti judančio taško tra- 
jektorija, ir kiekvienam taškui galime tiksliai nurodyti laiko 
momentą, kuriuo judantis taškas pereis duotąjį kvadrato taš- 
ką. Ši kreivė yra viena minėtųjų begalinio ilgio kreivių. Ta- 
čiau negalime jos nubrėžti galutinai. (Kodėl?) Jeigu mes įdė- 
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miai įsižiūrėsime į 100-ąjį paveikslą, tai jame pamatysime 
iškylant ir vėl išnykstant kreivas linijas. (Kodėl?) 

Jeigu turime bet kokią uždarą kreivę (pavyzdžiui, Miurico 
ežero kontūrą), tai galime ją apibrėžti kvadratu. Tai lengva 
pamatyti, nes pirmiausia galima (101 pav.) apie ją apibrėžti 


101 pav. 


stačiakampį, kertant bet kurį lygiagrečių liestinių dvejetą kitu 
statmenų pirmajam liestinių dvejetu. Jeigu tokiu būdu gautą 
stačiakampį rėmą suksime apie pastoviai laikomą kreivę, tai, 
pasukus 90“ kampu, abu dvejetai pasikeis savo vietomis; 
jeigu, pavyzdžiui, iš pradžių pirmojo dvejeto lygiagrečių at- 
stumas buvo didesnis už antro dvejeto atstumą, tai dabar bus 
priešingai. Todėl sukimo metu turėjo būti momentas, kai abu 
atstumai buvo vienodi. Kaip tik tuo momentu liestinės ir 
sudaro kvadratą. 

Daug sunkiau įrodyti, kad į bet kurią uždarą kreivę vi- 
suomet galima įbrėžti kvadratą; ir vis dėlto toks teiginys 
teisingas (102 pav.). 

Norint išmatuoti kreivių ilgį, galima pasinaudoti tam tik- 
ros rūšies šachmatine lenta. Ant peršviečiamo popieriaus lapo 
nusibraižome tiesių tinklelį taip, kad gautume kvadratus, ku- 
rių kraštinių ilgiai būtų 3,82 mm. Pluošto linijos yra pasvi- 
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rusios į lapo kraštą 30° kampu. Kad išmatuotume Vislos ilgį, 
dedame lapo kraštą ant žemėlapio krašto (103 pav.) ir pieš- 
tuko smaigaliu braukiame upe nuo ištakų iki žiočių taip, tar- 
tum smaigalys būtų šachmatų lenta slenkantis bokštas (104 
pav.). Po to, kai suskaičiuojame žingsnius, dedame lapą taip, 
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kad viena jo linija sutaptų su žemėlapio kraštu, ir tai kar- 
tojame tol, kol gauname tokį pat vaizdą, kaip pirmą kartą, 
bet lapas apverstas. Žingsnių suma bus lygi upės ilgiui mi- 
limetrais. Kadangi žemėlapio mastelis yra 1:5000000, tai 
gautąjį skaičių turime padauginti iš 5, kad gautume Vislos 
ilgį kilometrais. 

Kad išaiškintume šios ilgio matuoklės veikimo principą, 
išmatuokime L mm ilgio tiesės atkarpą. Bokšto ėjimų skai- 
čius išilgai atkarpos yra paprasta jos projekcijų į abi tinklo 
kryptis suma, tad kvadrato kraštinę laikysime vienetu. Jeigu 
ilgio matuoklė atsidurs trijose skirtingose padėtyse, gausime 
projekcijų į šešias skirtingas kryptis sumą. Mūsų brėžinyje 
aiškiai matyti, kad tos kryptys sudaro žvaigždę, kurios spin- 
duliai sudaro 30“ kampus. Jeigu iš pat pradžių atkarpa bus 
sudariusi su viena matuoklės linija kampą a, tai visi šeši kam- 
pai bus tokie: 

a+0°, a+30°, c+60“, 
a+90°, a+120°, а+150° 
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103 рау. | 
Projekcijy suma gauname Sitokia: 


L{sin(a+0 °) +sin(a+ 30 °) +sin(a+60 °) 
+sin(a+90 °) +sin(a+ 120 °) +sin(a+ 150 °)]. 
Beje, mes nezinome kampo a, bet nustatome, kad minétoji 
išraiška bus mažiausia, kai a=0°, ir didžiausia, kai a=15°. 
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104 pav. 
Mažiausioji ir didziausioji reikšmės yra atitinkamai lygios: 
1 , VS Үз 4% \ 
L(0+ ++>-+1+ 4244) 3,7321; 
ЦУУ „Va, Ve+V2 У6+У2 уз ү 
4 2 4 4 2 


уБ Уз 
+ 4 

Kadangi mūsų vienetas lygus 3,82, tai gautuosius rezultatus 
reikia padalyti iš 3,82, kad gautume projekcijų sumas mili- 
metrais. Tokiu būdu gauname 0,977 L ir 1,012 L vietoj L. Tad 
gauname atkarpos ilgį su paklaida tarp — 2,3°/o іг 1,2°/o. Ka- 
dangi kiekvieną kreivę galima traktuoti kaip trumpų tiesės 
atkarpéliy visumą, tai ilgio, apskaičiuoto su ilgio matuokle, 
reliatyvi paklaida neperžengs šių ribų, o dažniausiai bus dar- 
gi mažesnė. (Kodėl?) 

Kai kuriuose žemėlapiuose būna išvedžiotos izohipsės, kad 
matytume vertikalinę šalies struktūrą. Išmatavus bendrą jų 
ilgį, galima apskaičiuoti srities vidutinį nuolydį. Tai galima 
atlikti ilgio matuokle, suskaičiuojant tinklelio ir izohipsių 
susikirtimo taškus. 

Norint surasti kalnuotos vietovės didžiausio nuolydžio 
kryptį ir dydį (tai turi praktinę reikšmę, pavyzdžiui, atlie- 
kant nusausinimo (drenažo) darbus), nereikia atlikti nei sun“ 
Кїч matavimų, nei skaičiavimų: iSmatuojamas nuolydis bet 
kuria kryptimi OX ir atidedama žemėlapio linijoje OX tiek 
centimetrų, kiek procentų sudaro nuolydis; tą pat pakartoja- 
me kryptimi OY, statmena OX. Brėžinys papildomas iki sta- 
čiakampio, kurio įstrižainė ir reikš didžiausio nuolydžio krypti 
bei dydį. Pavyzdyje (105 pav.) didžiausias nuolydis lygus 50/0. 
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) =3,864 1. 


Matavimo juosta, matavimo lota su skale ir taikiklis su guls- 
ciuku — tai visa, kas tokiais atvejais reikalinga. 

Lieka dar atsakyti į klausimą, kaip išmatuoti ilgį krei- 
vės gamtoje, o ne duotos matematiniu apibrėžimu. Matuojant 
upės ilgį, iškyla problema, kaip reaguoti į mažus tėkmės vin- 
gius. Kai kurių šalių sienos — tai vingiuotų upių vagos arba 


o 
; 4% x 105 pav. 


kalnynų grandinės. Kaskart naudojant tikslesnius žemėlapius 
ir didinant atitinkamu mastu matavimų tikslumą, ilgį galima 
padaryti kaip norima didelj. Ilgio matuoklė yra gera prie- 
monė šiems sunkumams įveikti, bet jos trūkumas tas, kad jos 
tikslumą riboja matuoklės kvadratą atitinkančio (tam tikrame 
žemėlapyje) tikro kvadrato dydis. Šis dydis gali kisti, ir būtų 
sunku pateikti galutines taisykles. Jomis būtų nusakomi įvai- 
riems tikslams skirtingi masteliai ir jiems tinkamos ilgio ma- 
tuoklės. Tačiau yra ilgio matavimo metodas, pagrįstas ste- 
bimos kreivės susikirtimu su lygiagrečių linijų aibe skaičiaus 
п nustatymu. Jeigu d yra atstumas tarp tokių linijų іг k — 
aibės skirtingų padėčių skaičius, tai L= лал/(2к) yra apytiks- 
lis ilgis. Peršviečiamo popieriaus lapas su jame“ nubraižyto- 
mis linijomis turi būti sukamas nuo padėties į padėtį kampu 
180 °%/к. Kad būtų išvengta aukščiau nagrinétojo ilgio para- 
dokso, galima susitarti nekreipti dėmesio į kiekvienoje lini- 
joje esančius vienuoliktąjį ir tolimesnius susikirtimo su krei- 
ve taškus. Tokiu būdu gaunama tai, ką galima vadinti Lip— 
10-os eilės ilgiu. Taip išvengiama paradokso. Vis didė- 
jant žemėlapių matavimo tikslumui, mažinant d ir didi- 
nant k, ir apsiribojant daugiausia dešimtimi susikirtimo 
su viena linija taškų, pagal formulę apskaičiuoti skai- 
čiai L vis labiau artėja prie tam tikros ribos L — idealios Lio 
reikšmės. Taip pat galima apibrėžti bet kurios eilės Lı, Lo, 
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., Lm, ... ilgius. Sis principas nurodo būdą, kaip sudaryti 
matavimo taisykles, kurios būtų nepriklausomos nuo tokių 
ilgio vienetų, kaip mylios, kilometrai arba metrai. Norint 
palyginti sienų ilgius, būtų galima pasirinkti visoms šalims, 
pavyzdžiui, 12 eilės ilgį. 

Sakysime, kad L'„ ута Vislos kairiojo kranto, L” „— deši- 
niojo kranto ilgis: abu m eilės. Tuomet vis dar tinka para- 


doksas lim L’m=0o, lim L’m=oo, Vis dėlto galima manyti, 
m— с m — © 


kad trupmenos L’m/L”m riba apibrėžta. Šią ribą galima išma- 
tuoti bet kokiu norimu tikslumu; tereikia m parinkti pakanka- 
mai didelį ir taikyti aukščiau aprašytąjį būdą. Šiuo būdu būtų 
galima rasti abiejų krantų ilgių santykį, nenustatant jų tikrų 
ilgių. Paliekame skaitytojui pačiam išsiaiškinti, kokią reikš- 
me srities sienos kreivei turi Lo. 


5 TRUMPIAUSI KELIAI 


VIETOS MOKYKLAI 
PARINKIMAS 


LAIVŲ PERSEKIOJIMAS 


Tiesi linija yra trumpiausias kelias. Arabas nori sugrįžti į sa- 

vo palapinę, bet pakeliui jis dar turi paganyti ir pagirdyti 

upėje savo arklį. Ką jis pirmiausia turi padaryti (106 pav.)? 
| а: 
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Atspindint palapinę į upės krantą, gaunamas taškas а, kuris, 
savo ruožtu atsispindėjęs į ganyklą, duoda tašką а». Pakeitus 
šių vienas po kito einančių atsispindėjimų eilę, gaunami taš- 
kai A; ir Аз. Ištisinė laužtinė linija yra trumpiausias kelias 
ir lygus taško a2 nuotoliui nuo arabo stovėjimo vietos. Jeigu 
jis pirma panorėtų nuvesti savo arklį prie vandens, tai ke- 
lias būtų mažiausiai tokio ilgumo, kaip atstumas tiese iki А», 
o šis atstumas yra ilgesnis. Arabas nedarė brėžinio; jis ištiesė 
savo šautuvą į ganyklos ir upės susikirtimo tašką ir, įsitiki- 
nęs, kad jis matomas kairėje nuo palapinės, nujojo pirmiau- 
sia į kairę. Norint paaiškinti šį jo poelgį, pirmiausia reikia 
pasakyti, jog taškus ах ir А» galima rasti, net nežinant arabo 
stovėjimo vietos. Visas įmanomas jo stovėjimo vietas galima 
suskirstyti į tris grupes: pirma, arčiau а», antra, arčiau. A; 
ir, trečia, į tokias vietas, nuo kurių atstumas iki a; ir А» vie- 
nodas. Pastarosios — vadinkime jas neutraliais taškais — su- 
daro tiesę. Tokie neutralūs taškai yra upės ir ganyklos susi- 
kirtimo taškas ir pati palapinė. Tuo norima pasakyti: jeigu 
arabas jau palapinėje ir nori savo arklį pagirdyti ir paganyti 
ir vėl sugrįžti į palapinę, tai jam vis tiek, kokia eilės tvarka 
joti. Kelias palapinė—ganykla—upė—palapinė tokio pat ilgu- 
mo (taikant 106 pav. konstrukciją), kaip kelias palapinė— 
upė—ganykla— palapinė. Iš tikrųjų 106 paveiksle pateikta 
konstrukcija — tai trumpiausias kelias. Tarkime, kad kelias 
bus palapinė—ganykla—upė—palapinė; jojant šiuo keliu at- 
gal, t. y. palapinė—upė—ganykla—palapinė, jo ilgis nepasi- 
keičia. Iš čia išplaukia, kad (jojant iš palapinės) eilės tvarka 
neturi reikšmės. Taigi turime du neutralius taškus: ganyklos 
ir upės susikirtimo tašką ir palapinę. Perskyrimo linija turi 
eiti per abu taškus. Kadangi arabas regi susikirtimo tašką 
kairėje nuo palapinės, tai jis yra kairėje nuo perskyrimo li- 
nijos, tad arčiau аз, пери А». Kadangi trumpiausi keliai уга. 
tokio pat ilgumo, kaip jo atstumai nuo аз ir Ao, tai jis pasi- 
renka tokį maršrutą, kuris pateiktas mūsų paveiksle ir kuris 
lygus jo atstumui nuo аз. Čia panaudotasis atspindžio dėsnis 
yra toks pat, kaip ir nagrinėtuose biliardo uždaviniuose. 
Trys kaimai nori pasistatyti bendrą mokyklą. Siekdami, 
kad visų mokinių sugaištamas laikas, einant į mokyklą, būtų 
kuo mažiausias, jie turi parinkti mokyklos statybai tinkamą 
vietą. Tarkime, kad vienas kaimas turi 50, antras — 70 ir 
trečias — 90 mokinių. Apylinkės žemėlapis išskleidžiamas ant 
stalo (107 pav.); kiekvieno kaimo vietoje pragręžiamos stale 
skylės ir pro jas. perveriamos virvelės; vieni jų galai viršum 
stalo sumezgami į bendrą mazgą, o prie antrų galų pastalėje 
pakabinami 50, 70 ir 90 dekagramų svarsčiai. Mokyklai tin- 
kamiausia vieta bus ta, kurioje atsidurs mazgas. Bet stalą 
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107 pav 


108 pav. 


gadinti visai nebūtina. Galime nusibraižyti trikampį (108 pav.), 
kurio kraštinių ilgiai lygūs 50, 70 ir 90 bet kokių ilgio 
vienetų. Mus domina šio pagalbinio „trikampio priekampiai | 
Э, X ir X. Ро to žemėlapyje turime rasti tašką, iš kurio | 
kryptys į kaimus sudarytų tokio pat didumo kampus, kaip 
priekampiai. Pavyzdžiui, kaimai 50 ir 90 turi būti matomi to- 
kiu kampu (109 pav.), kuris lygus pagalbinio trikampio prie- 
kampiui prie kraštinių 50 ir 90. Taškai žemėlapyje, kurie ati- 


90 


. 


109 рау. 


tinka šią sąlygą, уга ant apskritimo, kuris eina per kaimus 
50 ir 90; to apskritimo centrą lengva rasti iš sąlygos, kad 
abu kaimus atitinkantis centrinis kampas yra dvigubai di- 
desnis už pagalbinio trikampio kampą. Nubrėžus pirmąjį ap- 
skritimą, tokiu pat būdu brėžiamas antras apskritimas per 
kaimus 50 ir 70; abiejų apskritimų susikirtimo taškas ir bus 
vieta mokyklos statybai. | . 

Pirmiau nagrinėtas būdas su svarsčiais ir skylėmis iš- 
plaukia iš statikos dėsnių, pagal. kuriuos svorių sistemoje 
gaunama pusiausvyra tik tuomet, kai sunkio centras yra kuo 
žemiausiai. Sunkio centras kyla arba leidžiasi, kai, pastum- 
dami mazgą, pakeičiame virvelės ilgį; jo žemyn nukreiptas 
kelias yra proporcingas pastalėj esančios virvelės dalies pa- 
ilgėjimui, padaugintam iš prie jos pritvirtinto svorio. Taigi 
sunkio centras bus žemiausiai, kai viršum stalo esančių vir- 
velių galų ir pritvirtintų svorių sandaugų suma bus pati ma- 
žiausia. Tokia padėtis susidarys tik tuomet, kai kelių į mo- 
kyklą suma bus mažiausia, nes toji suma lygi virvelių ilgių 
ir svorių sandaugų sumai. (1 cm plane gali atitikti 1 km gam- 
toje ir vienas dekagramas — vieną vaiką, tuomet virvelių 
ilgių ir svorių sandaugų suma bus lygi kelių sumai kilomet- 
rais.) 

Su tokia pat problema susiduriame, parinkdami vietą cent- 
rinei telefono stočiai. Ją reikia taip parinkti, kad abonentams 

prijungti būtų sunaudojama kuo mažiausiai kabelio. 
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Būdas su skylėmis ir virvelėmis tuo pranašus, kad, jj tai- 
kant, visada surandamas geras sprendimas net ir tuo atveju, 
kai vienas svorių toks didelis, jog kiti du svoriai nepajėgia 
žymiai pakeisti jo padėties. Šiuo atveju mazgas, jei tik jis 
pakankamai storas, įstrigs ir vis vien parodys teisingą vietą 
statybai. Pagalbinio trikampio gali ir nepavykti sukonst- 
ruoti, nes jis neegzistuoja, kai viename kaime yra daugiau 
vaikų, kaip kituose dviejuose drauge. Net ir tuo atveju, kai 
trikampis egzistuoja, apskritimai plane gali būti taip netiksliai 
nubraižyti, kad jų susikirtimo taškas nepateks į iš kaimų su- 
darytą trikampį. 

Mes pasinaudojome principu, kuris atlieka tam tikrą vaid- 
menį statikoje: kai trys jėgos atsveria vienos kitas, galima 
nubraižyti trikampį, kurio kraštinės savo kryptimi bei ilgiu 
atitinka tas jėgas. Tereikia 108 paveikslą tinkamai pasukti, 
kad pamatytume, jog mes esame pritaikę minėtąjį principą, 
nors ėjome priešinga kryptimi — nuo trikampio prie jėgų. Iš 
šios pastabos išplaukia vadinamasis Kremonos atvirkštinių 
jėgų planas. Pavyzdžiui, turime (110 pav.) taškuose A, B, С, 
D, E, O kaištukais sujungtų dešimt strypų, kurie apibrėžia 
šešis paviršius: 1, 2, 3, 4, 5, 6. Dabar nubrėžkime atvirkščią 
figūrą (111 pav.), arba jėgų planą. Paviršiai pažymimi raidė- 
mis, kampų viršūnės — skaičiais. 110 paveiksle C yra bendra 
paviršių 2, 3 ir 6 kampų viršūnė, į ją sueina strypai BC, OC, 
DC; 111 paveiksle paviršiuje C yra viršūnės 2, 3, 6 ir ribojasi 
su paviršiais B, O, D, o sienų linijos BC, OC, DC yra lygia- 
grečios 110 paveikslo strypams BC, OC, DC. 


110 pav. 


111 pav. 2 


Taip sudaromas visas planas. Tarkime, kad strypų susi- 
kirtimo taške C rodyklių kryptimi veikia jėgos, kurių dy- 
džiai lygūs trikampio C atitinkamoms kraštinėms, tuomet pa- 
sirodo, jog jos atsveria vienos kitas. 

Principas tinka ir kitokiems susikirtimo taškams. Pavyz- 
džiui, kryžmėje D veikiančios jėgos nusakomos paviršiaus D 
kraštinėmis, bet strype CD rodyklė dabar nukreipta į D, nes, 
pagal veiksmo ir atoveiksmio lygybės dėsnį, C veikiantis stry- 
pas veikia ta pačia jėga ir D. Tad jei visų pirma plano plokš- 
tumoje C nubrėžiame rodyklę, tai plokštumoje D turime nu- 
brėžti rodyklę 6—3 priešinga kryptimi plokštumos C rodyk- 
lei 3—6. Kadangi kiekvienoje plokštumoje rodyklės turi 
sudaryti uždarą figūrą, tai iš čia gauname visas rodykles 
plokštumoje D, paskiau plokštumoje E ir t. t. 

Taip galima gauti visą transformuotą figūrą, jei tik žino- 
me vienos kraštinės ilgį ir atitinkamos rodyklės, kryptį. 

Iš to gauname, kad jeigu 110 paveikslo konstFukcijoje yra 
žinoma viena jėga, tai visas kitas galima surasti. Jeigu ši 
jėga pasikeičia, tai pakinta plano dydis, bet ne forma. Iš čia 
matome, kad, pavyzdžiui, strypą OE visuomet .veikia jėga, 
kuri * karto didesnė už strypą BC veikiančią jėgą, ir būtent 
traukimo jėga, jei BC bus veikiama spaudimo jėgos. (Kodėl?) 

` Kai ieškojome vietos mokyklos statybai, pasinaudodami 
jėgų planu, radome pusiausvyrinę susietų strypų sistemą (vir- 
velės buvo strypai). 

Kartais labai sunku surasti trumpiausią kelią. Sakysime, 
turime stovyklą, kurioje yra daug palapinių. Stovyklos vir- 
šininkas nori savo palapinę pasistatyti tokioje vietoje, iš ku- 
rios galėtų trumpiausiu laiku apeiti visas palapines. 
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Kai palapinių maža, uždavinį galima išspręsti, iš eilės 
išmėginant visus galimumus; bet, esant 50 palapinių, šiam 
metodui tektų sugaišti daugelį metų. 

Apsiribosime paprastesniu uždaviniu: palapines reikia su- 
jungti takais taip, kad jais būtų galima nueiti iš kiekvienos 
palapinės į kiekvieną kitą. Visų tų takų ilgių suma turi būti 
kuo mažiausia. Be to, šie takai neturi kirstis už palapinių. 

Taigi paprasčiausia pasielgti taip: pradedame bet kuria 
palapine ir sujungiame ją su antra artimiausiąja. Dabar ieš- 
kome palapinės, kuri būtų artimiausia pirmai palapinei, ir pa- 
lapinės, kuri artimiausia antrai, palyginame tuos du atstumus 
ir pasirenkame mažesnįjį: taip gauname -trečiąją palapinę. 

Taigi turime tris palapines, sujungtas dviem takais, ir vėl 
ieškome kiekvienai šių palapinių artimiausios palapinės; pa- 
čią artimiausią iš jų pasirenkame ketvirtąja palapine ir tai 
tęsiame tol, kol visos palapinės bus sujungtos viena su kita. 

Takų skaičius bus vienu mažesnis už palapinių skaičių, 
ir visi drauge jie sudaro vadinamąjį dendritą, t. y. palapines 
jungiančių linijų sistemą, neturinčią uždarų kelių. Yra daug 
tokių dendritų, bet mūsų surastasis — pats trumpiausias. 112 
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paveiksle matome trumpiausią, arba minimalų, dendritą, jun- 
giantį Lenkijos vaivadijų miestus. Kiekvieną miestą sujun- 
giame su jam artimiausiu miestu,— tai pirmosios eilės sujun- 
gimai; jie sudaro viena arba keleta pirmosios eilés dendritu. 
Dabar sujungiame visus vieno dendrito taškus su kito dendrito 
taškais ir parenkame iš šių jungiamųjų linijų trumpiausią; tai 
„atstumas“ tarp šių dendritų. Jeigu kiekvieną pirmosios eilės 
dendritą sujungsime su artimiausiu dendritu, tai gausime ant- 
rosios eilės sujungimus, kurie drauge su pirmosios eilės su- 
jungimais sudarys vieną arba kelis antrosios eilės dendritus. 
Pagaliau, sujungę kiekvieną antrosios eilės dendritą su arti- 
miausiu dendritu, gauname trečiosios eilės dendritą ir t. t., 
iki visi miestai bus sujungti dendritu. 

Čia aptartas miestų dendritas mažai įdomus, nes iš papras- 
to žemėlapio galima išskaityti ne tik dendrito sujungtų mies- 
tų, bet ir kitų vietovių atstumus. Kitas reikalas su daiktais, 
kuriuos dabar nagrinėsime; jie nėra išsidėstę vienoje plokš- 
tumoje, kaip miestai, bet daugelio dimensijų (skaityk — po- 
žymių) erdvėje. Sudarydami dendritą, veiksime kaip botani- 
kas, kuris erdvinę gėlę džiovina plokščiame herbare. Tokiu 
būdu jis gauna tik kai kuriuos gėlės atskirų dalių tikslius 
atstumus — panašiai kaip mūsų dendrite. Tačiau ir iš mūsų 
miestų dendrito galima išskaityti vertingų išvadų. Sakysime, 
kas nors panorėtų sujungti visus vaivadijų miestus trum- 
piausiu geležinkeliu, kuris neturėtų kirtimosi taškų tarp tų 
miestų, tuomet jis sudarytų 112 paveiksle pateiktą dendritą. 
Visur ten, kur yra daiktų ir atstumų — nebūtinai vienoje plokš- 
tumoje,— galima kalbėti apie dendritą. Pavyzdžiui, būtų ga- 
lima parinkti 28 vietas Beskidų miškuose ir patikrinti, ar jose 
yra tam tikros rūšies samanų, pavyzdžiui, kerpsamanių (He- 
paticae). Beskiduose pasitaiko 31 šių samanų rūšis. Botanikai 
susidarė augalų augimo vietų dažnumo skalę:.0, 1, 2, 3, 4. 
Pavyzdžiui, vakariniame Smerekoviecų šlaite randama Alicu- 
laria scalaris daznumu 1, Cephalozia bicuspidata — daznumu 
2 ir Cephalozia connivens — dažnumu 0. Taigi Smerekoviecus 
atitinka skaičiai 1, 2, 0... Jų yra 31, tiek, kiek kerpsamanių 
rūšių. Vielki Stožeke tie skaičiai yra šie: 0, 1, 0... Skirtumas 
tarp Stožeko ir Smerekoviecų toks: 1, 1, 0... (čia visur ati- 
mami mažesnieji skaičiai iš didesniųjų). Taigi, gauname 31 
skirtumą. Visų šių skirtumų suma lygi 13. Skaičių 13 galima 
laikyti atstumu tarp Smerekoviecų ir Stožeko. Tačiau tai ne 
įprastas atstumas, bet atstumas samanų atžvilgiu: kuo nepa- 
našesni du miškai šių samanų augimo atžvilgiais, tuo didesnis 
šis atstumas. Tad atskirų miško vietų „atstumus“ galima pa- 
teikti lentelėje. Kadangi turime 28 miško vietas, tai susidarys 
364 atstumai. Su šios lentelės pagalba galima rasti 28 Beskidų 
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miškus jungiantį minimalų dendrita. Nubraižytas paprastame 
žemėlapyje, toks dendritas sudarytų klaidingą vaizdą: atstu- 
mai žemėlapyje yra įprasti atstumai, tuo tarpu dendritas su- 
darytas, remiantis „kerpsamanių atstumais“. Taigi jį turime 
braižyti, visiškai nepaisydami paprastųjų atstumų. Miškai 
atidedami, atsižvelgiant į jų botaninius atstumus, ir tik tie, 
kurie reikalingi, sudarant minimalų dendritą. Šių atstumų yra 
27, ir 113 paveikslo brūkšniai proporcingi jų ilgiui. Atskiros 


{ pietus пио Viselkas 


Gahureos upelis 
Barbaros upelis 


Balnas tarp 
Sokrastkos 
ir Orlovos 


O Eglynai 
@ Bukynai 
@ Mišrieji miškai 


@ Kobyla (3) 113 pav. 


miško vietos pavaizduotos mažais skritulėliais: juodi skritu- 
lėliai reiškia eglynus, pilki — bukynus, o pusiau juodi — miš- 
rųjį mišką. Miškai, kurie skiriasi vienas nuo kito medžių 
sudėtimi, dendrite pavaizduoti masyvais; beveik niekur ne- 
rasime, kad juodas skritulėlis būtų įsiterpęs tarp kitokių skri- 
tulėlių. Iš čia paaiškėja, kad kerpsamanių flora yra susijusi 
su miško tipu, todėl pagal ją galima spręsti apie miško tipą. 
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Įdomu pažymėti, kad priešinga iSvada— pagal miško tipą 
spręsti apie kerpsamanių florą — neteisinga (tai galima taip 
pat parodyti su dendrito pagalba). 

Šis metodas tinka ir lyginamajai kalbotyrai. Antai 114 pa- 
veikslas sudarytas taip: 11 kalbų grupes galima traktuoti kaip 
taškus, tarp kurių yra atstumai. Atstumais laikomas tiesiog 
skaičius požymių, kuriais dvi kalbų grupės skiriasi viena nuo 
kitos. Čia pateiktus požymius paėmėme iš vieno filologinio 
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straipsnio. Aiškiai matome, kaip gautoji geometrinė figūra 
suskirsto kalbas į keturias klases: šiaurės vakarų, pietų, arti- 
muju rytų ir šiaurės rytų sritis; dar vienas įrodymas, kad 
geografiškai kaimyninės tautos ir kalbiniu atžvilgiu yra kai- 
myniškos. Čia aprašytasis metodas gali pasitarnauti taip pat 
klasifikuojant žmonių kaukoles (115 pav.), lėktuvų variklius 
ir daugelį kitų daiktų. 
Pradėjus nagrinėti persekiojimo klausimą, iškyla trumpiau- 
sio kelio problema. Be abejo, geriausias būdas persekioti 
neribotoje plokštumoje (vandenyne) — plaukti link persekio- 
jamojo objekto tiesiai. Tačiau „geriausio metodo“ reikšmė 
be tolimesnių paaiškinimų nėra aiški. Jeigu, pavyzdžiui, ži- 
nome, kad persekiojamajame laive nežinoma, jog jie sekami, 
ir todėl, nepaisydami to, ką mes darome, jie laikosi savo 
kurso, tai mes galime sugalvoti geresnį būdą, negu plaukti 
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tiesiai į jį. Jeigu žinome abiejų laivų greičių santykį У : у, 
tai galime rasti tiesų kursa, kuris užtikrina, jog auką pasiek- 
sime per trumpiausią laiką. Tuo tikslu tereikia nustatyti visus 
tuos taškus, kuriuos gali pasiekti vienu metu abu laivai, 
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plaukdami iš ty vietų, kuriose jie уга šiuo metu. Tie taškai 
sudaro (116 pav.) apskritimą (vadinamąjį Apolonijaus apskri- 
timą). Jeigu šis apskritimas kerta persekiojamojo laivo kelią, 
tai mums bereikia plaukti tiesiai į tą susikirtimo tašką; bet 
jeigu jis kelio nekerta, tai šio laivo negalima pagauti. 
Šiuo atveju galime pamėginti prisiartinti prie priešininko 
kiek galint arčiau. Tarkime, kad jo greitis V yra didesnis už 
mūsų greitį v ir jo kursas sudaro statų kampą su ta kryptimi, 
kuria mes jį pirmiausia stebėjome (117 pav.), tuomet paprasta 
mūsų brėžinio konstrukcija parodo geriausią artėjimo kreivę; 
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tuo momentu, kai atstumas tarp laivy bus maziausias, perse- 

kiojamasis laivas pasirodys tiesiog priešais mus. (Kodėl?) 
Jeigu kai kas 117 paveikslą suprastų klaidingai, t. y. v lai- 

kytų persekiojamojo laivo greičiu, o V — persekiojančiojo lai- 


116 pav. 


ЖОЕ” ass 


117 pav. | 


vo greičiu (o brėžinys lengvai suklaidina), tai ir tuomet brė- 
žinys turėtų prasmę. (Kokią?) | 
Taciau gali atsitikti, Каа antrojo laivo kapitonas jspéja 
mūsų planą ir pakeičia savo kursą; tuomet metodai, paremti 
jo žinojimu, netenka savo pranašumo. Apskritai, kad apibrėž- 
tume „geriausią metodą“, turime remtis ne geriausiomis, bet 
nepalankiausiomis sąlygomis, kaip, pavyzdžiui, šachmatų ar 
kituose loSimuose. Pavadinkime persekiotoją „Baltuoju“, per- 
sekiojamąjį „Juoduoju“, pažymėkime Baltojo greitį V, Juo- 
dojo v ir tegu V bus didesnis už v. Persekiojimo metodo 
efektyvumą galima matuoti laiko tarpu nuo starto iki paga- 
vimo: kuo trumpesnis tas laikotarpis, tuo geresnis metodas. 
Beribiame vandenyne Juodasis gali laikytis paprasčiausios 
taisyklės: kokį metodą bepasirinktų Baltasis, sprukti nuo jo 
tiesiausiu keliu. Tokiu atveju Baltojo reliatyvus greitis, t. y. 
greitis, kuriuo jis artės prie Juodojo, bus lygus V—v arba 


mažiau, іг pagavimui reikalingas laikas bus 


Ус arba daugiau 
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(čia d—atstumas tarp laivų, prieš pradedant vytis). Tokiu 
būdu Baltasis negali garantuoti trumpesnio laiko kaip ae nes 


Juodasis, laikydamasis minėtosios taisyklės, bent šį laikotarpį 
gali džiaugtis laisve; jis liks dar ilgesnį laiką laisvas, jei- 
gu Baltasis ne visą laiką tiesiu kursu plauks į Juodąjį. Antra 
vertus, Baltasis gali būti tikras pagausiąs Juodąjį vėliausiai, 
praslinkus ;—7 laiko; tereikia jam taikyti savo pirmagaliu 
tiesiai į Juodąjį ir visu greičiu lėkti pirmyn. Jeigu Juodasis 
nesilaikys savo taisyklės arba sumažins greitį, tai jis gali pa- 
siekti tikslą ir per trumpesnį laiką. Taigi turime teisę taisyklę 
„tiesiausiu keliu į Juodąjį“ laikyti geriausiu Baltojo metodu 
ir taisyklę „tiesiausiu keliu nuo Baltojo“ — geriausiuoju Juo- 
dojo metodu. Jeigu pirmasis laikysis geriausiojo metodo, tai 


jis galės užsitikrinti laiką; =, ir jokiu kitu būdu jis negalės 
būti tikras išsiversti su trumpesniu laikotarpiu. Juodasis, nau- 
dodamas savo geriausią metodą, gali užsitikrinti laisvę lai- 


kotarpiui р. bet jokiu kitu būdu jis negali užsitikrinti il- 
gesnio laiko. Kadangi rezultatas S уга abiem partnerjiams 
tas pat, tai persekiojimas yra lošimas, turintis pusiausvyros 
situaciją. Kad būtų aišku, jog persekiojimas gali būti laiko- 
mas lygių šansų lošimu, tereikia susitarti, kad jeigu išma- 
tuosime atstumą d kilometrais, greičius V ir v kilometrais 
per valandą ir jeigu T bus valandų skaičius nuo starto iki pa- 
gavimo, tai Baltasis pralaimi Juodajam T—-Ž-vienetų, jeigu 
šis skirtumas bus neigiamas, tai pralaimės Juodasis. Taip api- 
brėžtas lošimas bus lygių šansų lošimas ir, kaip jau minėjo- 
me, turintis pusiausvyros situaciją. 

Jeigu bus pasivejama arti kranto (118 pav.), tai persekio- 

jimas sunkesnis. Jeigu krantas tiesus (arba bent apytikriai 
tiesus), tai tinkamiausi yra šie metodai: nusibrėžkime Apolo- 
nijaus apskritimą (kaip jį anksčiau apibrėžėme) žemėlapyje; 
jis slenka tolyn su laivais. Kol jis nesiekia kranto, tinka- 
miausias būdas bus tas pat, kaip ir atviroje jūroje; bet jeigu 
apskritimas kirsis su krantu, tai geriausia išeitis — abiem lai- 
vams plaukti iki tolimesnio susikirtimo taško. 
„ Jeigu abu laivai laikysis šios taisyklės, tai jie plauks tie- 
siu kursu; bet jeigu vienas jų (arba abu) nesilaikys šios tai- 
syklės, tai taškas slinks krantu ir pagal taisyklę plaukiantis 
laivas turės šiuo atveju kintantį kursą. | 

Kranto artumas sutrumpina geriausią laiką ir todėl pa- 
lankus persekiotojui. Įdomu pažymėti, kad „artumas“ šiuo at- 
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118 pav. 


119 pav. 


veju turi tam tikra apibrézta reikSme: krantas yra tik tuomet 
arti, kai jj kerta Apolonijaus apskritimas. 

Jeigu du laivai persekioja trečią, reikia nusibraižyti du 
Apolonijaus apskritimus, po vieną kiekvienam persekiotojui. 
Abiejų persekiotojų vietos ir tolimesnis apskritimų susikir- 
timo taškas sudaro trikampio viršūnes. Jeigu persekiojamasis 
laivas bus apskritimo viduje (119 pav.), tai visiems trims lai- 
vams geriausias metodas bus plaukti į trečiojo kampo vir- 
šūnę; bet jeigu persekiojamasis bus už trikampio (120 pav.), 
tai geriausias metodas persekiotojams — įprastinis metodas — 
vytis auką tiesiai; tuo tarpu persekiojamasis turi apskaičiuoti 


pagal formulę "т laikotarpius abiem persekiotojams, Каа is- 


siaiškintų, iš kurios pusės pavojus didesnis, ir tiesiai bėgti 
nuo pavojingesnio laivo. Nereikia užmiršti to, jog trikampis 
keisis ir jog persekiotojas gali kirsti jo kraštines. To nega- 
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lėtų atsitikti, jeigu persekiojamasis iš pradžių būtų trikampio 
viduje ir visi trys laivai laikytųsi taisyklių: šiuo atveju visi 
laivai plauktų nepakeistu kursu. (Kodėl?) Dviejų persekio- 
tojų problema dar nėra pilnai matematiškai išspręsta; tepa- 
mėgina skaitytojas aukščiau išdėstytus rezultatus įrodyti arba 
paneigti. Ypač įdomus klausimas, ar korektiškas „priešo ap- 
supimo apskritimu“ apibrėžimas, kuris pateiktas, remiantis 
119 paveikslo situacija. 

Tarkime, kad vienas laivas persekioja kitą laivą ir laikosi 
pastovaus kampo su tiese, kuri jungia abu laivus, ir kad per- 
sekiojamasis plaukia taip pat, t. y. ir jis nekeičia kampo su 
jungiamąja tiese. Tokiu atveju abu laivai plaukia kreivėmis, 
kurios apsuka bendrą tašką (121 pav.). Kad galėtume rasti 


120 pav. 


121 pav. 
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šį židinio tašką, kuris yra ne kas kita, kaip pavijimo taškas, 
nusibraižome Apolonijaus apskritimą pradinėms abiejų laivų 
vietoms; be to, antrą apskritimą per tas vietas ir tašką, ku- 
riame susikerta jų plaukimo kryptys. Tie apskritimai susi- 
kerta dviejuose taškuose, kurių tolimesnysis ir yra ieško- 
masis židinio taškas. Tiesės, jungiančios židinio tašką ir laivus, 
sudaro su plaukimo kryptimis kampus, kurie abiem laivams 
lygūs.. Tai išplaukia 15 to, kad židinio taškas yra antrajame 
apskritime. Atstumų nuo laivų iki židinio taško santykis 
lygus V:v, nes židinys yra Apolonijaus apskritime. Tokiu 
būdu gauname, kad pradinei padėčiai nubraižytas trikampis, 
kurį sudaro laivai ir židinys, yra panašus į atitinkamą tri- 
kampį, nubraižytą, praslinkus trumpam laikui. Trikampių pa- 
grindai abiem atvejais yra laivus jungiančios atkarpos. Ka- 
dangi abu laivai išlaiko savo kurso kampus prie pagrindų, 
tai aišku, kad laivų reliatyvi padėtis іг jų plaukimo į židinį 
kryptys abiem laiko momentais lieka nepakitusios. Kadangi V 
ir у yra pastovūs dydžiai, tai naujas židinys turi sutapti su 
senuoju. Žiūrint iš šio taško, laivai matyti pastoviu kampu, ir 
jų keliai kerta židinį ir laivus jungiančias linijas pastoviu 
kampu, kuris abiem laivams yra tas pat. Kreivė, kuri kerta 
šias linijas pastoviu kampu, turi savo vardą — tai logaritminė 
spiralė (122 pav.). Sukant knygą apie židinį, spiralė atrodo 
tai didesnė, tai mažesnė. Dvi spiralės, kurios turi lygius kam- 
pus su jungiančia atkarpa, yra kongruentiškos. Kaip tik tokie 
yra abiejų laivų keliai 121 paveiksle. 

Tarkime, kad persekiojančio laivo kapitonas elgiasi kiek 
galima tiksliau, t. y. laiko tiesų kursą į priešą, kuris atiduoda 
pirmenybę piratų triukui — plaukia stačiu kampu į persekio- 
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tojo kursą. Žinoma, kaip jau. isnagrinéta, abu laivai tuomet 
plauks kongruentinėmis logaritminėmis spiralėmis. Tarkime, 
kad pradinis abiejų laivų atstumas d ir persekiotojo greitis 


v, tuomet laikas nuo starto iki pavijimo bus lygus L, nepri- 


klausomai nuo to, koks bėgančiojo laivo greitis V, nes tas 
greitis neturi įtakos tarpusaviam atstumui. Todėl spiralės ilgis 
nuo židinio iki persekiotojo pradinio taško lygus d. Kadangi 
tai tinka kiekvienam plaukimo momentui, tai persekiotojo 
spiralės nuo dabartinės vietos iki židinio ilgis visuomet lygus 
atstumui nuo laivo iki laivo. Laivai išlaiko statų kampą vie- 
nas su kitu ir židinyje (nes kampinis atstumas lygus kampui, 
kurį sudaro laivų kryptys, žiūrint į juos iš antrojo apskri- 
timo). Ar gali būti (123 pav.), kad abu laivai plauktų tuo 


pačiu keliu? Atsakymas priklauso tik nuo santykio L. Kai 


tas santykis lygus 3,644, abu laivai plaukia tuo pačiu keliu 
ir, kas visų keisčiausia, persekiojamasis, kurio greitis di- 
- desnis, plaukia persekiotojo farvateriu ir pagaliau su juo susi- 
duria. Taip gauta spiralė turi nuostabią savybę — ji yra savo 
pačios evoliutė: ją galima gauti ir su siūlu, kuris vyniojasi 
apie tą pačią spiralę. Tereikia mūsų brėžinio abu laivus jun- 
giančią tiesę laikyti vienodo ilgio siūlu, kurį laivas, plau- 
kiantis didesniu greičiu, vynioja apie spiralę, tuo tarpu kai 
jis pats plaukia tos pačios spiralės artimiausiąja vija. Židinio 
kampinis atstumas nuo laivo pirmagalio lieka pastovus — 
74°40. 

Trys šunys A, B ir C išbėga iš lygiakraščio trikampio vir- 
šūnių ir visi bėga vienodu greičiu v: A į В, Ві Cir Cj A. 
Šuo A artėja prie B savo greičiu v, bet kadangi B bėga į C, 
tai jo greičio viena komponentė sukelia priartėjimą prie A. 


123 pav. 


104 


tT 


— 


|| 
4 
} 


& 


Ši komponentė lygi Æ, nes cos 60° = > Todėl šunys A ir 


2 
B artės vienas prie kito greičiu x, Jeigu pradinis atstumas 


AB, tai persekiojimo laikas bus s: zo, Trys šunys sudarys 
visą laiką lygiakraštį trikampį. Kaip ir laivų atveju, jie lėks 
logaritminėmis spiralėmis. Kiekvienos spiralės ilgis lygus grei- 
čiui, padaugintam iš laiko: ve ir Suny susitikimo taSkas 
bus pradinio trikampio centras (jis bus ir visu tarpiniy tri- 
kampiy centras). 

Vyniojant siūlą nuo apvalios ritės, gaunama kita spiralės 
rūšis (124 pav.) — apskritimo evoliutė. Įsivaizduokime kūną, 
kurį staiga nustoja veikusi sunkio (ir oro pasipriešinimo) 
jėga; pamatytume jį nulekiant tiksliai šia spirale. (Kodėl?) 


124 pav. 


125 pav. 
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126 pav. 


Tarkime, kad musė bėga pastoviu greičiu išilgai besisukan- 
čios plokštelės spindulio; jos kelias sudarys kitą spiralės rūšį, 
kurią vadiname Archimedo spirale (125 pav.). Čia musės nu- 
bėgtos spindulio dalies ilgis proporcingas kampui, kurį sudaro 
tas spindulys su fiksuota kryptimi. 

Iš dviejų tokios spiralės lankų (126 pav.) sudėta ir disko 
paviršiuje pritvirtinta širdis pakeičia tolydinį disko sukimąsi 
į tolydinį stūmoklio slankiojimą pirmyn ir atgal. (Kodėl?) 
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Be liniuotės galime nubrėžti tieses, naudodamiesi iš strypų 
sudarytu daugiakampiu. Invensorių sudaro (127 pav.) šeši stry- 
pai, kurių keturi trumpesnieji lygūs ir sudaro judamąjį rom- 
bą, o abu didesnieji strypai — taip pat lygūs ir jungia du 
priešinius rombo kampus su fiksuotu tašku Р. Septintuoju 
strypu, kurio ilgis lygus atstumui РР», jungiant antrą fik- 
suotą tašką Е su trečiuoju rombo kampu іг kai visi sujun- 
gimai laisvai juda, sukant rombą, laisvoji jo viršūnė brėš 
tiesią liniją. 


127 pav. 
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Norėdami rasti strypo vidurį, paimame jį gulsčią (128 pav.) 
ant abiejų rankų smilių ir pamažu artiname rankas vieną 
prie kitos (129 pav.); jos susitiks pagaliau svorio centre. Arti- 
nant rankas, strypas nepraras pusiausvyros, nes jei svorio 
centras, kuris pradžioje buvo tarp rankų, priartės prie vie- 


nos iš jų, tai į ją bus daug didesnis spaudimas; jo sandauga 
iš trinties koeficiento viršys atitinkamą sandaugą kitai ran- 
kai, vos tai pajutus, pirmoji ranka sustos, o artes antroji. 
Tai tęsis tol, kol abi rankos susiglaus; svorio centras pasiliks 
kaip buvęs tarp jų ir joms susiglaudus. Šitaip be jokios įtam- 
pos, automatiškai galima rasti bet kurio strypo svorio centrą. 

Kiekvieną konstrukciją, nubraižytą skriestuvu ir liniuote, 
galima nubraižyti ir be liniuotės. Jeigu norime rasti atkarpos 
1—2 (130 pav.) vidurį, turėdami tik tos atkarpos galinius taš- 
kus 1 ir 2, tai apie šiuos taškus, laikydami juos centrais, brė- 
žiame du apskritimus spinduliu 1—2 ir gauname jų susikir- 
timo tašką 3. Tuo pačiu spinduliu apie centrą 3 nubrėžę dar 
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vieną apskritimą, gauname tašką 4. Apie jį brėžiame .tuo pa- 
čiu spinduliu dar vieną apskritimą, kuris eis per taškus 3 ir 
2 ir kirs antrąjį apskritimą taške 5. Apie jį spinduliu 5—3 ir 
apie tašką 1 spinduliu 1—5 brėžiame dar du apskritimus, 
kurie kertasi taškuose 6 ir 7. Pagaliau apie šiuos taškus brė- 


žiame dar du apskritimus, kurie eina per tašką 5 ir kurių ant- 
rasis susikirtimo taškas M ir bus atkarpos 1—2 vidurio taš- 
kas. Brėžinys susidarys iš 8 apskritimų. (Ar galima išsiversti 
su mažesniu apskritimų skaičiumi?) 

Jeigu turime du susikertančius apskritimus, tai jų cent- 
rus galime rasti (131 pav.) vien tik su liniuote. Pasirenkame 
wiename apskritime tašką a; per vieną apskritimų susikirtimo 
tašką ir tašką a brėžiame tiesę — gauname jos susikirtimo su 
antruoju apskritimu tašką b. Tiesė, einanti per tašką b ir ant- 
rąjį apskritimų susikirtimo tašką, sudaro susikirtimo su pir- 
muoju apskritimu tašką c. Jeigu pradėtume brėžti tieses per 
tašką A vietoj taško a, tai tokiu pat būdu gautume taškus 
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B ir C. Dabar sujungiame taškus a su c ir A su C, taip pat 
A su a ir С su с (punktyrinės linijos) ir tokiu būdu gauna- 
me taškus S ir T. Tiesė ST (punktyrinė) eina per apskritimo 
AaCc centrą. Pradėję brėžti nuo kito pradinio taško, gausime 


132 pav. 


antrą skersmenį ir tuo pačiu apskritimo centrą. (Kiek bus 
reikalinga linijų?) 

Naudojantis vien skriestuvu ir liniuote, negalima nuro- 
dyti brėžimo būdo, kuriuo būtų galima gauti apskritimo ilgį, 
turint jo spindulį. Apskritimo ilgio santykis. su jo skersmens 
ilgiu lygus 3,141592653... Lenkų jėzuitas Kochanskis pateikė 
artutinę apskritimo ilgio konstrukciją (132 pav.): apie apskri- 
timo tašką A tuo pačiu spinduliu brėžiame kitą apskritimą 
ir gauname tašką 1; apie 1 vėl brėžiame apskritimą tuo pa- 
čiu spinduliu, kuris antrąjį kerta taške 2 (išskyrus taške 0). 
Tiesė, jungianti tašką 2 su centru 0, kerta liestinę, einančią 
per tašką A, taške 3. Nuo šio taško liestinėje atidedame tris 
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kartus spindulį ir gauname tašką 6. Atkarpa B6 apytiksliai 
lygi pusei apskritimo ilgio. (Koks tikslumas?) 

Nubrėžus visus galimus apskritimus per du taškus (133 
pav.), gaunamas antrasis apskritimų, kurie pirmuosius kerta 


133 pav. 


134 pav. 
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stačiu kampu, pluoštas. Šį antrąjį pluoštą sudaro Apolonijaus 
apskritimai (plg. 116 pav.). Turėdami tris bet kurio pavidalo 
ir bet kaip išdėstytas sritis (134 pav.), visuomet galime visas 
jas vienu apskritimu padalyti pusiau. Dviem sritims padalyti 
pusiau pakanka vienos tiesės. Atitinkama savybė erdvėje 
vadinama „sumuštinio“ teorema; visuomet galima sumuštinį 
vienu piūviu taip padalyti, kad gautume lygias duonos, sviesto 
ir kumpio puses. 

Ridenant monetą apie kitą tokio pat dydžio monetą (135 
pav.), abiejų monetų lietimosi taškas eina išilgai abiejų mo- 
netų, judančios ir nejudančios, kraštų. Monetos lygios, todėl, 
kad, kai lietimosi taškas nueis pusę gulinčios monetos apskri- 
timo, jis bus nuėjęs ir pusę judančios monetos apskritimo. 
Išnagrinėję šį procesą, pamatysime, kad riedėjusi moneta bus 
vėl kaip buvusi — stačia. (Kodėl?) 


136 pav. 


Kopernikas nustatė, kad kiekvienas apskritimo, riedančio 
kito apskritimo su dvigubai didesniu spinduliu vidiniu kraštu, 
taškas brėžia tiesią liniją (136 pav.) Stebėkime degtuka, ku- 
ris kaip styga įtvirtinamas mažajame apskritime, ir pasekime 
jo judėjimą nuo to momento, kai jo galvutė paliečia didįjį 
apskritimą, ligi to momento, kai antrasis jo galas atsiduria 
didžiojo apskritimo centre. Degtukas padengia stačiojo tri- 
kampio plotą, ir kiekvieną to ploto tašką jis palies tik vieną 
kartą. Taigi todėl galima, atitinkamai pajudinus vieną degtu- 
ką, padengti kiekvieną trikampį (137 pav.). Jeigu, atvirkščiai, 
degtukas judės taip, kad jo abu galai slinks susikertančiomis 
tiesėmis, tai gausime šį judėjimą Koperniko būdu, ridendami 
vieną apskritimą kito dvigubai didesnio spindulio apskritime. 
Didžiojo apskritimo centras yra duotųjų tiesių susikirtimo 
taške, ir mažasis apskritimas bus apibrėžtas degtuko galais ır 


139 pav. = 


didžiojo apskritimo centru. Jis eis per šiuos tris taškus (ir 
būtent viso judėjimo metu). Jeigu degtukas bus lygus ma- 
žojo apskritimo skersmeniui, tai šis eksperimentas nepavyks. 
Degtukas padengs plotą, apribotą asteroide (138 pav.) 
Riedant ratui tiese (139 рау), be: kuris railankio išorinis 
taškas (vinis P) brėžia cikloidę. Kiekvienu momentu kiekvie- 
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nas ratlankio išorės taškas juda į aukščiausią tašką arba nuo 
jo, ir greitis yra proporcingas judančio taško atstumui nuo 
žemiausio taško. (Koks žemiausio taško greitis?) Stebėkime 
kitą dvigubai didesnio spindulio apskritimą, kuris rieda tuo 
pačiu greičiu, kaip pirmasis apskritimas, ir atžymėkime skers- 
menį, kuris pradžioje buvo statmenas duotajai tiesei; jis visą 
laiką liečia apatinę cikloidę, kuria jis slysta (140 pav.). Užfik- 
savę kurio nors arčiau centro esančio taško judėjimą, gausime 
kreivę be smaigalių (141 pav.), o jei tas taškas bus spindulio 
tęsinyje, tai gausime kilpinę kreivę (142 pav.) Cikloidės 


140 pav. 


141 pav. 


142 pav. 


143 pav. 


lanko ilgis lygus perimetrui kvadrato, kurį galima apibrėžti 
apie riedantį apskritimą. 139 paveiksle pateiktą brėžinį ap- 
verskime, tuomet taškas P, jei jis būtų sunkus rutulys ir 
cikloidė būtų latakas, riedėtų tuo pačiu greičiu žemyn, tar- 
tum nepritvirtintas generuojantis apskritimas tolygiai suktųsi 
pakabintas ant horizontalės, o rutulys būtų pritvirtintas prie 
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jo. Riedantis panaSiu j cikloide lataku kamuolys (143 pav.) 
pasieks jo kurį nors tašką anksčiau, negu riedantis nuozul- 
nia plokštuma net ir tuo atveju, jei jam teks dalį kelio rie- 
dėti aukštyn. Mūsų brėžinyje parodyta nuožulni plokštuma 
(punktyrinė linija), taip pat kamuolio padėtis tuo momentu, 
kai cikloide riedantis kamuolys pasiekia tą plokštumą. Šiuos 
skaičiavimus labai palengvina Kanto pastebėtas faktas, jog 
taškai, kurie, išeidami iš tos pačios vietos (144 pav.), krinta 
nuožulniąja plokštuma, visi drauge kiekvienu metu yra ant 
apskritimo. Cikloidės pavidalo lataku riedantis kamuolys pa- 


144 pav. 


145 рау. . 


(a-b)? 


146 pav. 


147 pav. 
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siekia savo tikslą greičiau, negu bet kuriuo kitaip išlenktu 
lataku. 

Skritulys turi didžiausią plotą iš visų kitų to paties ilgio 
kreivėmis apribotų sričių. Todėl plotas lauko,. kurį apjuosia 
L ilgio kreivė, niekad negali būti didesnis kaip E, (Kodėl?) 
Besiskiriančios nuo apskritimo kreivės apribotas plotas vi- 
suomet gali būti padidintas, nekeičiant kreivės ilgio; jeigu 
kreivė turi dvi viena antrai statmenas simetrijos ašis (145 
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pav.), tuomet tai galima įrodyti, supiaustant plotą išilgai ašių 
į keturias dalis ir jas vėl sudedant, dvi iš jų pasukus (146 
pav.). Kvadratas viduryje parodo ploto padidėjimą, nors krei- 
vės ilgis lieka toks, koks buvo. | 

Apskritimo (skritulio) plotis yra pastovus; apskritą skri- 
dinį galima ridenti išilgai stalo, nekeliant ir nenuleidžiant 
rankos. Tačiau yra ir kitokių pastovaus pločio kreivių. Jei 
apie lygiagretaus trikampio viršūnes apibrėšime apskritimus 
spinduliu, kuris lygus trikampio kraštinei, tai gausime pasto- 
vaus pločio kreivę (147 pav.). Norėdami ją suapvalinti, turime 
trikampio kraštines pailginti vienodai į abu galus (148 pav.) 
ir nubrėžti šešis apskritimų lankus, kurių centrais lieka tri- 
kampio viršūnės, o spinduliai pakaitomis yra prailgintoji 
kraštinė ir pats prailginimas. Ridenant šituo būdu sukonst- 
ruotą kreivę, aukščiausio taško aukštis lieka tas pats. Tam 
tikra pastovaus pločio kreivė yra to paties ilgio, kaip bet 
kuri kita tokio pat pastovaus pločio kreivė. Ilgio matuoklė 
(plg. 103—104 pav.) parodys, be abejo, abiem atvejais tą patį 
rezultatą — tai galima laikyti įrodymu. Ilgis lygus pločiui, 
padaugintam iš 3,14159... (Kodėl?) 

Skritulys gali suktis trikampio viduje, visą laiką liesda- 
mas visas jo kraštines. Jeigu trikampis lygiakraštis, tai ma- 
žiausia tokią savybę turinti figūra bus tam tikras lęšis (149 
pav.), sudarytas iš dviejų kongruentiškų apskritimo lankų, 
apskritimo, kurio spindulys lygus trikampio aukštinei. 

Skritulys turi tą savybę, kad strypas, kurio skerspiūvis 
yra skritulys ir kuris padarytas iš homogeninės, lengvesnės 
už vandenį medžiagos, gali nejudėdamas plūduriuoti vande- 
nyje, nepriklausomai nuo to, kaip jį suksime apie ašį. Mūsų 
paveiksluose (150 ir 151 pav.) pavaizduotos figūros turi tą 
pačią savybę, jei tik medžiagos tankis bus lygus '/2. Tos 
figūros taip apskaičiuotos, kad kiekviena styga, kuri dalija 
perimetrą pusiau, lygiai taip pat dalija ir plotą. Taigi ši sa- 
vybė neapsiriboja vien skrituliu. Matome, kad antroji šią 
savybę turinti kreivė turi tris simetrijos ašis ir tris tiesių 
atkarpas, kaip perimetro dalis. 

Kareivių būrys gavo įsakymą išeiti iš taško P (152 pav.) 
ir sustoti per 30 žingsnių už griovio. Kiekvienas jų pasirinko 
kitą kryptį, ir, kai jie sustojo, visi sudarė kreivą liniją, Niko- 
demo konchoidę. Po to jie turėjo grįžti 60 žingsnių, toliau dar 
30 žingsnių ir pagaliau dar kartą 30 žingsnių. Taip susidarė 
antra linija (brėžinyje pažymėta storai), panašiai trečia su 
smaigaliu ir ketvirta su kilpa. Plonai nubrėžtos linijos — tai 
vietos, kur stovėjo kareiviai, žengę pirmuosius ir paskuti- 
niuosius 30 žingsnių. 
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150 pav. 


151 pav. 
D D 

Jeigu griovys būtų ne tiesus, bet apskritimo formos (153 
pav.), tai, sustojus pirmą ir antrą kartą, susidariusios linijos 
susijungtų į vieną tolygią, uždarą ir save kertančią kreivę, 
Paskalio sraigę.. 

Iš visų kreivių apskritimas yra simetriškiausias: jis turi 
be galo daug simetrijos ašių. Kad gautume bet kokio daikto 
simetrinį vaizdą, galime pasinaudoti veidrodžiu. Veidrodis yra, 
simetrijos plokštuma. Paimkime skritulį ir stebėkime jo vaiz- 
dą veidrodyje. Tegu plokštuma eina per tikrojo skritulio ir 
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jo atvaizdo centrus taip, kad ji išpiautų labiausiai pasvirusį 
į veidrodį skersmenį. Sujungę šių skersmenų galus per kryž- 
mę, randame vieną veidrodžio tašką. Laikykime tą tašką kū- 
gio viršūne, o tikrąjį skritulį jo pagrindu, tuomet veidrodyje 
pamatysime kitą kūgį. Abu kūgius galima laikyti vienu dvi- 
gubu kūgiu, nes tikrojo kūgio sudaromosios prailgintos bus 


drauge ir atvaizdo kūgio sudaromosios. Taip sudaroma ir čia 
pateikta nūotrauka; veidrodis paveiksle neparodytas. Tačiau. 
tiesė, jungianti skritulio centrą su kūgio viršūne, neina per 
antrojo kūgio pagrindo centrą. Tai aiškiai parodo mūsų mode- 
lio juoda viela! (Ši išvada lengvai patikrinama, perkertant 
modelį anksčiau minėtąja pagalbine plokštuma ir suvedant 
uždavinį į lengvai įžvelgiamą plokštumos geometrijos faktą. 
Tuo būdu gautoji figūra sudaryta iš trijų vielų ir dviejų skers- 
menų, ji pateikta 154 paveiksle.) Tas faktas įrodo, jog nega- 


153 pav. 


lima, naudojantis vien liniuote, sukonstruoti apskritimo cent- 
ro. Jeigu tokia konstrukcija būtų galima, tai būtų galima, 
nubrėžus plokštumoje ir panaudojus kūgio sudaromąsias, ją 
suprojektuoti į kitą plokštumą ir ten gauti konstrukciją, su- 
darytą pagal tas pačias taisykles, nes tiesios linijos pereina 
į tiesias linijas, o jų susikirtimo taškai — į susikirtimo taškus. 
Kadangi tai tinka ir tiesių susikirtimo su apskritimu taškams, 
tai pirmojo apskritimo centras, būdamas vienu iš susikirtimo 
taškų, turėtų pereiti į antrojo apskritimo centrą, о taip nėra. 
Šitas negalimumo įrodymas yra labai būdingas matematinei 
galvosenai. ў 

Norėdami nupiešti trijų dimensijų daiktą, remiamės geo- 
metrine perspektyva. Fotokamera tai atlieka automatiškai. Se- 
nieji dailininkai naudodavo šią priemonę, siekdami gauti erd- 
vines gilumos: įspūdį (155 pav.). 

Horizontalios lygiagretės visuomet susikerta paveikslo 
„horizonto linijoje“; jei jos yra statmenos užpakaliniam pa- 
grindui, tai susiduria „bėgimo taške“ (čia jis pažymėtas mažu 
skritulėliu). Tik laikant akį statmenyje, einančiame iš bėgimo 
taško į paveikslą, gaunamas tas neiškraipytas vaizdus įspū- 
dis, atitinkantis trimatę tikrovę. 

Optinė apgaulė — tartum portretas sektų akimis praeinantį 
stebėtoją — lengvai paaiškinama. Gyvo nejudančio modelio 
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atveju (156 pav.) reginys keičiasi, kai einame pro šalį: iš 
pradžių dingsta už galvos viena ausis, paskui pamažu pasi- 
slepia viena akis už nosies ir t. t. Jeigu modelis sukasi ir 
žiūri mums tiesiog į veidą, tai tik tada visą laiką galime 
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matyti abi akis, abi ausis ir t. t. Tuo tarpu portrete matome 
visą laiką abi akis ir abi ausis, nepriklausomai nuo to, kur 
atsistojame. Todėl portretas sudaro įspūdį “žmogaus, kuris pa- 
suka galvą, kad į mus žvelgtų. 

Vieną vasaros popietę autorius matė spiečių mažų musy- 
čių, kurios šokinėjo kaip moskitai; iš pradžių vienoje vietoje, 
paskui jos greitai perskrisdavo į kitą vietą, esančią už kelių 
metrų, kur toliau šoko, po kokios minutės grįždavo atgal 
į tą pačią vietą, vis kartodamos savo žaidimą. Reginys truko 
pakankamai ilgai, tad autorius galėjo apytiksliai nustatyti 
šuoliško vietos pakeitimo greitį: jis buvo apie 60 km per 
valandą. Akyliau stebėdamas, jis galėjo pamatyti išilgai šuo- 
lio kelio (157 pav.) šviesos kibirkštėles; jos sudarė punkty- 
rinę liniją ir buvo maždaug vieno centimetro atstumu viena 
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nuo kitos. Jų priežastis tikriausiai buvo ta, kad saulė iš šono 
apšvietė vabzdžius, jie buvo matomi tik tuomet, kai išskleis- 
davo sparnelius, kuriuos ir apšviesdavo saulės spinduliai. 
Kiekvienas kibirkšties kelias priklausė vienai musytei, o jų 
daugybė tebuvo apgaulė, kurios priežastis — tinklainės povei- 
kis. 60 km/h reiškia 6 000 000 cm рег 3600 sekundžių, arba 
1667 cm/s. Iš čia išplaukia, kad musytė turėjo suplasnoti 
sparneliais apie 1667 kartus per sekundę. Tarkime, kad pa- 
darėme 409/; paklaidą; tai vis dėlto rezultatas тойо, kad mu- 
selė suplasnojo ne mažiau kaip tūkstantį kartų per sekundę. 
Nuostabu, jog tai nustatyti galima be jokio prietaiso. 
Musytei suplasnoti sparneliais yra tas pat, kas žmogui 
žengti žingsnį. Žmogus padaro du žingsnius per sekundę — 
musė 1600 kartų suplasnoja, vadinasi, jos gyvenimas skrieja 


123 


800 kartų greičiau. Dvi minutės musei yra tas pat, kas zmo- 
gui visa diena. Taigi anksčiau aprašytąjį šokio ciklą galima 
palyginti su ryto ir vakaro šokiu. 

Simetrijos principą galima taikyti tokiam žaislui. Virš 
medinės lentelės ant atramos (prie lentos pritvirtinto vamz- 
delio) padedame nedidelį plieninį kamuoliuką (158 pav.), 
dviejų cm nuotoliu nuo lentos. Kitas ramstelis laiko panašų 
žvilgantį kamuoliuką apie 30 cm aukštyje virš lentos. Toks 
pat ramstis laiko stiklinę plokštelę, o atstumai taip apskai- 
čiuoti, kad stiklas būtų simetrijos plokštuma abiem kamuo- 
liukams. Žiūrint į stiklą iš viršaus, bus matomas apatinis ka- 
muoliukas, nes stiklas vaiskus, bet drauge matysis ir viršu- 
tinis, nes stiklas šiuo atveju yra ir veidrodis. Tačiau matysis 
tik vienas kamuoliukas, nes abu vaizdai dėl simetriškos ka- 
muoliukų padėties susilies į vieną. Dabar padėkime molinę 
lėlę ant lentos taip, kad ji užstotų apatinį kamuoliuką. Žiū- 
rint kaip pirmiau (159 pav.), vis vien matysis kamuoliukas, 
nes bus likęs atspindžio vaizdas. Šis vaizdas yra optiškai ly- 
giavertis apatiniam kamuoliukui. Tai galima įrodyti, ranka 
arba operaciniu prietaisu pradūrus molį ir pašalinus apatinį 
kamuoliuką, tartum jis būtų matomas. Ši idėja pritaikoma 
praktiškai. Taip lokalizuojami svetimkūniai žmogaus organiz- 
me. Tik šiuo atveju reikalingi rentgeno spinduliai (160 pav.). 
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Iš pradžių neaišku, kur yra svetimkūnis (pavyzdžiui, adatos 
galas) paciento organizme. Peršvietus po operaciniu stalu 
esančio rentgeno vamzdžio spinduliais, gaunama adatos pro- 
jekcija ekrane, įtaisytame virš paciento. Rentgeno vamzdis 
kabo svyruokliniame prietaise; pakreipus jį (161 pav.), pa- 
sislenka projekcija. Čia galima vaizdą sugrąžinti į buvusią 
vietą, pakeliant arba nuleidžiant visą konstrukciją (tuo tikslu 
įtaisyta rankena ir krumpliaratis). Skritulys ir elektros lem- 
putė viršum paciento pritvirtinti prie svyruoklinio įrenginio 
ašies taip, kad tuo metu, kai vaizdas grįžta į pažymėtą vietą, 
lemputė atsiduria skritulio atžvilgiu simetrinėje padėtyje su 
ieškomąja adata. Dabar pastūmus ekraną į šalį ir įjungus nuo- 
latinį apšvietimą, chirurgui bus matomas vaizdas toks pat, 
kaip ir 162 nuotraukoje. Kai jis žiūri pro skritulį, mato pa- 
cientą (162 pav.) ir jame elektros lemputę ten, kur yra adata. 
Jis gali operuoti, о rentgeno spinduliai išjungiami. Lokaliza- 
vimo tikslumas nepriklauso nuo chirurgo matymo kampo ly- 
giai taip pat, kaip ir aprašytame žaisliuke. 

Kai kurios optinės apgaulės tiesiog stulbina. Žiūrint į tvo- 
rą (12 pav.), kartais pasitaiko, kad apsigauni dėl atstumo iki 
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tvoros; jj laikai kitokiu ir, norédamas paliesti ja, graibai ora, 
užuot ją pasiekęs. Kad sukeltume šį reiškinį, pažiūrėkime iš 
pradžių į tašką šiapus tvoros, о paskui staiga nukreipkime 
dėmesį į tvorą, nepakeisdami akių krypties. Reiškinys paaiš- 
kinamas taip: kadangi visi tvoros kvadratai yra vienodi, tai 
nėra atramos taško tam, kad nustatytume, kuris kairiosios 
akies matomas vaizdas atitinka dešiniosios akies matomą vaiz- 
dą. Kai dviejų skirtingų kvadratų du vaizdai pakaitomis iden- 
tifikuojami ir jie priskiriami vienam kokiam kvadratui, tai 
tas kvadratas atkeliamas į regėjimo spindulių susikirtimo taš- 
ką, ir žiūrovui atrodo jis arčiau, negu iš tikrųjų. Taip pat 
galima matyti tvorą ir toliau, tačiau tai padaryti sunkiau. 
(Kodėl?) Skirtumas tarp atvaizdų, matomų kairiąja ir dešiniąja 
akimis, yra stereoskopinio matymo pagrindas. Norint pasi- 
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gaminti paveikslų, kurie sukelia stereoskopinj įspūdį, anaglifų 
metodu projektuojami pritaikyti vaizdai perspektyvos pa- 
galba. Anaglifai yra tikrojo daikto dvi projekcijos — viena iš 
kairiosios akies, antra iš dešiniosios akies lėlytės. Pirmoji 
padaroma raudona, antroji — žaliai melsva. Stebint jas pro 
dvispalvius akinius (raudonas stiklas dešiniajai akiai, žaliai 
melsvas — kairiajai), regimas plastinis vaizdas. (Kodėl?) 

Labai paprasta optinė apgaulė kliudo mums įvertinti guls- 
čios vielos atstumą, kai nematyti ją palaikančių atramų. Prie- 
žastis ta, kad viela homogeninė. Jei vieloje būtų raudonas 
ruoželis, galėtume į jį nukreipti abu regėjimo spindulius ir 
bematant pajustume nuotolį. Kai tokio ženklo nėra, pakanka 
palenkti galvą prie vieno peties. (Kodėl?) 
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KUBAI 
7 VERPIMAS 

KORIAI 

PLYTOS 


Gamta sukuria kubus valgomosios druskos (NaCl) kristalų 
pavidalu (163 pav.); jais galima užpildyti visą erdvę. Jeigu 
kiekvieną kubo sieną nudažytume vis kita spalva, tai 6 spal- 
vomis galima kubą nudažyti 30 skirtingų būdų. Turint 30 to- 
kių egzempliorių ir pasirinkus iš jų bet kurį vieną, galima 
rasti 8 kitus kubus, iš kurių galima sudėti didesnį kubą taip, 
kad suglaudžiamų sienų spalvos būtų vienodos ir spalvų iš- 
dėstymas didžiajame kube būtų visiškai toks pat, kaip maža- 
jame kube. 

Iš 164 paveiksle pateiktų šešių detalių galima sudėti kubą; 
tai pasirodo ne taip jau lengvas uždavinys (165 pav.). Yra du 
sprendimo būdai. Jeigu kubo briauna yra 9 cm ilgio, tai tarp 
detalių rasime tris tokias detales, sudarytas iš 5 mažų ku- 
biukų, kurių briaunos lygios 3 cm, ir tris detales, sudarytas 
iš 4 tokių mažų kubiukų. Dvi detalės veidrodiškai kongruen- 
tiškos. (Ar galima to išvengti?) 


os 163 pav. 
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164 pav. 


165 pav. 
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167 pav. 


Jeigu detales sudétume 166 paveiksle nurodytu būdu, tai 
gautume puikų architektūrinį projektą (167 pav.). 

Šių modelių skaičius yra didesnis už tą, kurį galėtų su- 
daryti žmogus, nors jis tuo darbu užsiimtų be pertraukos 
visą savo gyvenimą. 
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169 pav. 


170 pav. 


Perpiovus kubą plokštuma, kuri dalija kubo įstrižainę pu- | 
siau ir yra jai statmena, gaunamas taisyklingas šešiakampis 
(168 pav.). Taisyklingas šešiakampis taip pat matomas, žiū- | 
rint į kubą iš viršaus taip, kad jo įstrižainė būtų statmena 
horizontaliajai projekcijos plokštumai (169 pav.). 

Pagal Polkės (Pohlke) teoremą galima bet kurias tris iš 
vieno taško išeinančias tiesių atkarpas, papildžius lygiagre- 


172 pav. 


173 pav. 
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čiomis (brūkšninėmis) atkarpomis (170, 171 pav.), laikyti bend- 
ru atveju pasvirąja kubo projekcija. Pasidarę kubo modelį iš 
baltos vielos (172 pav.) ir fotogratuodami jį daug kartų toje 
pačioje plokštelėje, kiekvieną kartą tuo pačiu kampu pasuk- 
dami jį apie įstrižainę, gautume vaizdą (173 pav.), sudarytą 
iš dviejų kūgių ir vieno (vienašakio) sukimo hiperboloido. 
(Nuotraukoje aiškiai matyti hiperbolė — šio hiperboloido su- 


174 pav. 


175 pav. 


daromoji.) Hiperboloidas yra paviršius, kurį sudaro du tiesių 
pluoštai. 

Tiesė yra trumpiausia sujungimo linija. Šią taisyklę ga- 
lima pritaikyti, norint nustatyti trumpiausią kelią ant kubo. 
Jeigu ant kubo tupintis voras (174 pav.) norės pagauti ant 
kitos jo sienos tupinčią musę, tai jis ras trumpiausią kelią, 
kuris kubo išklotinėje bus tiesi linija (175 pav.). (Įsivaiz- 
duokime, jog kubas yra arba kambario vidus, arba padarytas 
iš stiklo, kad voras galėtų matyti muse!) Jeigu musė būtų 
tikra, jog niekur ant kubo netupi voras, ir jeigu ji, išbėgusi 
iš savo vietos, panorėtų apeiti visas kubo sienas ir kiek ga- 
lint greičiau vėl sugrįžti, tai jos kelias išklotine (176 pav.) 
būtų taip pat tiesė. Iš išklotinės taip pat matyt, kad išeities 
taškas neturi įtakos ‘kelio aplink kubą ilgiui (177 pav.). Ta- 
čiau musė gali pasirinkti vieną iš dviejų skirtingų kelių. Trum- 


176 pav. 


177 pav. 


134 


178 pav. 


piausi keliai‘aplink kubą apjuosia jį visa vienodo ilgio lini- 
jomis (šešiakampiais); be to, per kiekvieną tašką eina dvi 
tokios linijos. Ar galima padaryti vieną tokių linijų pluoštą 
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iš baltų siūlų ir antrą iš raudonų taip, kad kiekvienoje kubo 
sienoje išsiaustų dvispalvis audinys, kuriame kiekvienos spal- 
vos siūlai būtų lygiagretus? Ne, tam reikia keturių spalvų. 
(Kodėl?) 

Jeigu suaustume ištisą pluoštą įvairiaspalvių siūlų, tai 
gautume tiek atspalvių, kiek yra spalvų dvejetų, vadinasi, 
6 (per kiekvieną tašką eina 2 siūlai). Kiekvienoje sienoje 
būtų 4 atspalviai; be to, kiekvienas atspalvis užimtų sienos 
trikampį ketvirtadalį. (Ar kiekviena siena būtų kitaip nu- 
spalvinta?) 

Norint rasti trumpiausius kelius, kartais galima elgtis pa- 
našiai kaip su kubu: paviršių, kuriuo turi eiti kelias, reikia 
pakloti plokštumoje, nubrėžti jame tiesę ir modeliui suteikti 
pirmykštį pavidalą. Pavyzdžiui, kūgis yra iš tiesių pluošto 
sudarytas paviršius. Musė, kuri norėtų apibėgti kūgį ir kuo 
greičiausiai „vėl sugrįžti į išeities tašką, turėtų judėti kilpa 
(178 pav.), kuri grįžta į išeities tašką tam tikru kampu. Išil- 
gai vienos tiesės (179 pav.) perpiautas ir plokštumoje išklotas 
kūgis sudaro skritulio išpiovą, ir musės kelią sudaro išpiovos 
kraštams statmenos tiesės atkarpos. Kai kūgis lygiašonis arba 
prie viršūnės dar plokštesnis, galimas ir kitas sprendimas: 


179 pav. 


musė bėga tiesiai į smaigalį, apsidairo apie kūgį ir tuo pačiu 
keliu grįžta atgal. 

Yra paviršių, kurių negalima iškloti plokštumoje taip, kaip 
kūgių. Toks paviršius yra sfera. Trumpiausios linijos rutulio 
paviršiuje — didieji apskritimai, ortodromos. Kiekvienas die- 
novidinis yra tokia ortodroma. Tarkime, kad sferą galima 
iškloti plokštumoje, jos nesuplėšant. Tuomet ortodromos iš- 
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liktų tokio pat ilgio ir būtų trumpiausi keliai plokštumoje, 
vadinasi, virstų tiesėmis. Tačiau dienovidiniai yra uždari, o 
tiesė negali būti uždara. Tai įrodo, jog negalima viso rutulio 
paviršiaus iškloti plokštumoje. Tačiau, mėgindami iškloti dalį 
rutulio paviršiaus, sakysime, Žemės nuopiovą į šiaurę nuo 
speigiračio, susidurtume su prieštaravimu: šiaurės ašigalyje 
susieinantys dienovidiniai (180 pav.) išklojus virstų vienodo 
ilgio tiesių atkarpomis (181 pav.), ir visa rutulio nuopiova 
pereitų į apskritimo apibrėžtą skritulį. Tas apskritimas — tai 
speigiratis, kurio ilgis taip pat nepasikeistų; šio apskritimo 
spindulys lygus speigiračio apskritimo spinduliui; tai matyt 
plekštumoje, kuri kerta rutulį per speigiratį. Tuo tarpu speigi- 
račio atstumas nuo šiaurės ašigalio, išilgai dienovidinio (brė- 
žinyje pastorinta kreivė), aišku, yra ilgesnis. Taigi išklotas 
nucpiovos spindulys turėtų sutapti vienu metu su dviem skir- 
tingo ilgio atkarpomis, о to negali būti. 

Jau minėjome, kad visą erdvę galima užpildyti kubais, 
o ją užpildyti galime tokiu būdu: kubus nudažcme pakaito- 
mis juodai ir baltai, gauname tartum erdvinę šachmatų lentą 
ir išimame juodus kubus. Kiekvieną iš laisvų erdvės dalių 
suskaidome į 6 piramides, kurių pagrindai yra kvadratiniai 


180 pav. 


181 pav. 
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ir kurios turi bendrą viršūnę tuščios dalies centre. Dabar is- 
nagrinėkime vieną baltą kubą (182 pav.) su šešiomis ant jo 
sienų pastatytomis piramidėmis; turėsime rombinį dodekaedrą 
su į jo vidų įbrėžtu kubu. Aišku, kad šiuo būdu visą erdvę ` 
užpildome vienodais rombiniais dodekaedrais (183 pav.). La- 


182 pav. 


183 pav. 
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bai paprasta nustatyti tokio dodekaedro tūrį; mums buvo rei- 
kalingi du kubai vienam dodekaedrui sudaryti, vadinasi, jo 
tūris lygus dviejų kubų tūriui, t. у. 2a%, jei а yra kubo briau- 
nos ilgis. Trumpesnioji rombų įstrižainė taip pat yra a, ilges- 


nioji — a 2, vadinasi, rombų kraštinės lygios b=ŽV3 ir 


kūno tūris — 2a3= ss b*. Kampai yra dvejopi: vienuose 
susiduria 4, о antruose — 6 kūnai. 

Korių ląsteles galima gauti iš dviejų dodekaedrų sluoks- 
nių, pakeičiant laisvąsias sieneles (3 kiekviename dodekaedre) 
šešiakampe anga (184 pav.). Taigi kiekviename koryje yra 
tokių taškų, ties kuriais priglūsta viena prie kitos 4 ląstelės, 
ir tokių, ties kuriais priglūsta 6 ląstelės. 

Įdomus klausimas kyla, užpildant erdvę kongruentiškais 
briaunainiais, kai laikomasi sąlygos, kad kiekviename kampe 


184 pav. 
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185 pav. 


== 


186 pav. 


187 pav. 


188 pav. 
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susidurtų tik keturi iš jų (atvejis, kai susiduria tik 3, nega- 
limas). Kad rastume tokius briaunainius, panagrinėkime iš 
pradžių plytas, sumūrytas visomis kryptimis neribotoje sie- 
noje. Mūrydami pirmąjį sluoksnį, darysime taip, kaip daro 
mūrininkai: ties tarpais klosime gretimas plytas (185 pav.). 
Matome, kad pirmas sluoksnis (ištisinės mūsų brėžinio lini- 
jos) iš esmės naujai nepadengia plokštumos. Jeigu kiekvie- 
ną tašką, kur susiduria trys plytos, laikysime kampu, tai ma- 
tysime, jog kiekviena sritis yra šešiakampis ir visuma — iš- 
kraipytas 61 paveiksle pateikto korio vaizdas. Klojant antrą 
tokį pat sluoksnį ant pirmojo (punktyrinės linijos), kiekvieną 
kampą galima uždengti plyta. Tokiu būdu kiekviename kam- 
pe bus po keturias susiduriančias plytas. Trečiasis sluoksnis 
ant antrojo paklojamas tiksliai kaip pirmasis, ir tai galima 
kartoti daug kartų. Suskaičiuokime, kiek „kaimynių“ turės 
kiekviena plyta (186 pav.) Rasime 6 viename sluoksnyje, 
4 viršuje ir 4 apačioje to sluoksnio, iš viso 14 „kaimynių“. 
Įsivaizduokime, kad „kaimynių“ briaunos nudažytos juodai, 
ir išardykime sieną (187 ir 188 pav.) plytą po plytos, kad 
baltoje plytoje pamatytume juodus pėdsakus, pasilikusius nuo 
juodųjų gretimų plytų briaunų. Pamatysime 14 sričių, kurių 
atsiradimą sąlygojo 14 „kaimynių“. Ta plyta yra 14-sienis, 
suslėgtas į paprastos plytos formą. Kad pamatytume neiš- 
kraipytą pavidalą, pastebėsime, jog plytoje yra 6 „kvadra- 
tai" іг 8 „šešiakampiai“. Tai nupiautinis oktaedras (189 pav.); 
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iškreiptoji plyta ir užpildo visą erdvę (190 pav.) taip, kad 
tik 4 kūnai susiduria kiekviename kampe. Tai pusiau taisyk- 
lingas kūnas, t. y. jo sienos yra taisyklingi daugiakampiai. 
Nėra kito tokio kūno, kuris turėtų šią savybę, todėl nupiau- 
tiniai oktaedrai paprasčiausiu būdu suskaido erdvę į kongru- 
entiškas dalis. 
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KRISTALAI 
BIČIŲ GALVUTES 
MUILAS 


8 PLATONO KUNAI 


Platonas žinojo, kad yra tik penki taisyklingi poliedrai 
(briaunainiai, arba daugiasieniai.— Vert.). Kaip galima, turint 
šešis degtukus, sudaryti keturis trikampius? Iš trijų degtukų 
reikia pasidaryti trikampį pagrindą ir iš likusių trijų — tris 
piramidės briaunas. Taip gaunamas taisyklingas tetraedras 
(ketursienis) (191 pav.) — pirmasis Platono poliedras. Supro- 
jektavę jį statmenai į pagrindą, gauname vaizdą, parodytą 
192 paveiksle. Kita projekcija gali būti kvadratas su įstrižai- 
nėmis (193 pav.). Modelį galima gauti iš plokščios išklotinės 
(194 pav.). Antrasis Platono kūnas, kubas, jau buvo parodytas. 

Iš 27 lygių kubų galima sudaryti didesnį kubą. Jeigu šio 
didesniojo kubo sienas nudažysime juodai ir po to vėl su- 
skaidysime į mažus kubus, tai tarp jų bus tam tikras skai- 
čius kubų su trimis juodomis sienomis, tam tikras skaičius su 
dviem ir tam tikras skaičius su viena juoda siena, pagaliau 
bus kubų, kurie neturės nė vienos juodos sienos. Po kiek 
kubų bus kiekvienoje grupėje? 


191 pav. 


192 pav. 


194 pav. 


193 pav. 


195 pav. 


Iš aštuonių lygiakraščių trikampių (195 pav.) galima su- 
daryti trečiąjį Platono kūną — taisyklingą oktaedrą (aštuo- 
niasienį). Pastačius tą kūną ant vienos jo trikampės sienos 
ir suprojektavus į pagrindą, gaunamas brėžinys, parodytas 
196 paveiksle. Brėžinyje matyti, kad oktaedro sienų centrai 
(197 pav.) yra kartu ir kubo kampų viršūnės. Ir atvirkščiai: 
kubo sienų centrai yra oktaedro kampų viršūnės (198 pav.). 

Trečias Platono kūnas — taisyklingasis dodekaedras (dvy- 
likasienis) (199 pav.). Jo sienos — taisyklingi penkiakampiai. 
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197 pav. 


Iš išklotinės (200 pav.) lengva pasidaryti modelį. Bréziame pei- 
lio viršūne palei kraštą (toje kartono pusėje, kuri modelyje 
bus išorėje); po to vieną žvaigždę dedame kryžmai ant kitos 
(201 pav.) ir jas sujungiame gumele, pratempdami ją pakai- 
tomis dvigubos žvaigždės kampų viršumi ir apačia ir lai- 
kydami modelį kita ranka priglaustą prie stalo. Pakėlę ranką 
(202 pav.), pamatome, kaip dodekaedras pats susiformuoja 
(203 pav.). Norint jį taip nudažyti, kad gretimos sienos būtų 
skirtingų spalvų, reikia ne mažiau kaip keturių spalvų. 
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198 pav. 


199 pav. 


Parinke keturias spalvas (pavyzdziui, raudona, mélyna, 
žalią ir geltoną), galime nudažyti dodekaedrą arba kaip paro- 
dyta 200 paveiksle, arba visai kitaip (204 pav.). 

Sukdami ir atspindėdami veidrodyje abu šiuos modelius, 
gauname visus galimus nudažymo būdus, bet nei sukant, nei 
atspindint negalima pervesti vieno šių modelių į kitą. 
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201 pav. 


147 


202 pav. 


203 pav. 


Paskutinis taisyklingas kūnas yra ikosaedras (dvidešimt- 
sienis). Jo išklotinę (205 pav.) sudaro dvidešimt lygiakraščių 
trikampių, o jo projekcija į plokštumą (206 pav.) gali būti 
kombinuota su dodekaedro (207 pav.). Iš tikrųjų dodekaedro 
sienų centrai (208 pav.) sudaro ikosaedro kampų viršūnes, 
kaip tai matyti modelyje. 
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204 pav. 


205 pav. 


Atvirkščiai, ikosaedro sienų centrai sudaro dodekaedro 
(209 ir 210 pav.) viršūnes. Tiktai tetraedras atitinka pats sa- 
ve: jo sienų centrai yra kito tetraedro viršūnės (211 pav.). 

Kubą taip pat galima įbrėžti į dodekaedrą (212 pav.); tik * 
tam reikia parinkti aštuonias atitinkamas. dodekaedro viršū- 
nes. Teįsivaizduoja skaitytojas kūną, sudarytą iš visų šių 
kubų! 
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208 pav. 


209 pav. 


211 pav. 


Vienodo didumo rutuliai neužpildo erdvės. Tą pat gali- 
ma pasakyti ir apie skritulius plokštumoje (213 pav.). Tan- 
kiausias jų išdėstymas primena korį, ir galime lengvai įsi- 
vaizduoti, kaip spaudžiami skrituliai gali virsti šešiakampiais. 
Tankiausią rutulių išdėstymą galima gauti, suskaidžius visą 
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212 pav. 
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213 pav. 


erdvę kubo pavidalo ląstelėmis (be sienų, bet su briaunomis 
iš vielos); ir jas reikia nuspalvinti pakaitom juoda ir balta 
spalvomis; į kiekvieną baltą ląstelę įspraudžiame kiek galint 
didesnį rutulį. Taigi tik pusei ląstelių teks rutuliai, ir bus 
lengva apskaičiuoti rutuliais užpildytos erdvės dalies santykį 
su visa erdve. Vienas rutulys tenka kiekvienam kubų dve- 
jetui. Kadangi kubo briaunos ilgis a, tai rutulio spindulys bus 


lygus kvadrato a? įstrižainės pusei, t. y. = V2. Todel rutulio 
tūris bus + л a vz) „ o kadangi kubų dvejeto tūris lygus 
2a3,tai santykis bus 2 /2=0,7403. Taigi tankiausias rutuliy 


išdėstymas užpildo maždaug 74% visos erdvės. Todėl jeigu 
turime su benzinu sumaišytą muilą ir jeigu muilo dalis di- 
desnė kaip 75°/o, tai galime būti tikri, kad benzinas negalės 
sudaryti mišinio, kuriame muilas būtų ištirpęs mažais rutu- 
liukais; tuomet žinosime, jog atsitiko atvirkščiai — benzinas 
įsiskverbė į muilą. Vadinasi, toks tirpalas bus atsparus ugniai 
ir jį galima naudoti buityje. Muilas, kuris turi daugiau kaip 
75°/o benzino, lengvai užsidega. Ką galima pasakyti apie ben- 
zino ir muilo mišinį santykiu 1: 12 
Yra kitas būdas, nurodantis, kaip išdėstyti rutulius tankiau. 
Pirmiausia išdėstykime rutulius taip plokštumoje, kad, žiū- 
‘Tint iš viršaus, būtų toks vaizdas, kokį matome 213 paveiksle. 
Antrąją eilę dėkime taip, kad kiekvienas rutulys patektų į pir- 
mojo sluoksnio trijų rutulių sudarytą įdubą. Atkreipkime dė- 
mesį į tai, jog rutulių negalima dėti į tris gretimas įdubas. 
Dedant trečią eilę ant antrosios, gali atsitikti taip, kad rutu- 
liai pateks į tas pirmosios eilės įdubas, kurių neužėmė ant- 
rosios eilės rutuliai (214 pav.), bet juos galima išdėstyti ir 
kitaip (215 pav.), būtent taip, kad tos eilės rutuliai atsirastų 
tiksliai ties pirmosios eilės rutuliais. Abiem atvejais kiek- 
vienas vidurinis eilės rutulys lies 12 gretimų rutulių. Pir- 
muoju atveju tie lietimosi taškai bus pažįstamos iš argentito 
AgS (216 pav.) kristalo kubinio oktaedro viršūnės. Nupiovus 
taisyklingo oktaedro kampus kubu, kurio sienos dalija okta- 
edro briaunas pusiau, gaunamas kubinis oktaedras. Antruoju 
atveju gaunamos kito 14-sienio kampų viršūnės (217 pav.); 
jo, kaip ir pirmojo kūno, sienas sudaro 6 kvadratai ir 8 ly- 
giakraščiai trikampiai. Jeigu šį kūną padalysime pusiau 
plokštuma, einančia per briaunas, sudarančias šešiakampį, ir, 
pasukę vieną pusę kitos atžvilgiu 60“, abi puses vėl suglau- 
sime, tai gausime kubinį oktaedrą. 
Įsivaizduokime dabar, kad rutuliai padaryti iš putų, ir 
leiskime jiems didėti. Tuomet tarpai tarp jų užsipildys ir 
kiekvienas rutulys virs poliedru (daugiasieniu), kurio sienos 
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bus bendros rutulių liestinės plokštumos. Pirmuoju atveju 
gausime 182 ir 183 paveiksluose matomą rombinį dodeka- 
edrą, o antruoju atveju — kūną (218 pav.), apribotą 6 rombais 
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ir 6 trapecijomis. Pirmąjį kūną galima gauti iš antrojo, рег- 
piovus jį išilgai „pusiaujo“ ir viršutinę pusę pasukant 60° 
apie statmeną ašį. Šiuo būdu nustatome, kad abu kūnai turi 
tą patį tūrį ir kad jų paviršiai lygūs, о jų kampai vienodos 
156 


rūšies; be to, jų sienų perimetrai, plotai ir kampai taip pat 
lygūs. Be to, pirmas rutulių išdėstymo būdas dar parodo, 
kad kubinis oktaedras gali būti įbrėžtas į rombinį dodeka- 
edrą; antras būdas parodo analogišką rezultatą. (Kokį?) 
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Jau išnagrinėjome, kaip galima užpildyti erdvę rombiniais 
dodekaedrais; ją galima užpildyti ir kitokiais dodekaedrais, 
kaip tai parodė bandymas su putomis. Ar šis rutulių išdės- 
tymas erdvėje yra identiškas 213 arba 219 paveiksluose pa- 
vaizduotiems išdėstymams? Korių ląstelės gali būti gautos, 
suspaudžiant dvi kompaktiškas rutulių eiles. Taip gauname 
dvi šešiabriaunių stulpelių eiles, besibaigiančias trirombiais 
stogeliais, vienos eilės stogeliai kartu yra ir kitos eilės 
stogeliai. Korius būtų galima kildinti iš elastingų rutulių są- 
veikos (šiuo atveju ant plonutės vaško plokštėlės iš abiejų 
pusių kiek galint glaudžiau sudėtų bičių galvučių). 

Galima klausti, kaip geriau užpildyti erdvę — dodekaed- 
rais (182 ir 183 pav.) ar pusiau taisyklingais keturiolikasie- 
niais (189 ir 190 pav.). Atsakymas — taip, kaip ekonomiškiau, 
t. y. kuriuo atveju reikia mažiau medžiagos sienelėms. Už- 
pildant erdvę antruoju būdu (jį vadiname paprasčiausiu), 
atsieina maždaug šešiomis promilėmis pigiau. Kitais žodžiais 
tariant, jeigu abiejų kūnų tūriai vienodi, tai keturiolikasienio 
paviršius maždaug 6 tūkstantosiomis mažesnis už dodekaedro. 
Nuostabu, kad tokį visiškai mažą skirtumą galima nustatyti 
iš akies: o būtent matome, kad keturiolikasienis labiau pri- 
mena rutulį, kuris, kaip vėliau matysime, yra pats ekono- 
miškiausias. 

Fluorito CaF, kristalas (220 pav.) panašus į nupiautinį 
oktaedrą, į iškraipytą plytą (189 pav.). Pirito FeS> kristalas 
panašus į taisyklingą dodekaedrą (221 pav.), tuo tarpu kiti 
mineralai kristalizuojasi labai įdomiomis netaisyklingomis 
formomis: cinko sulfidas ZnS, kurio kristalai yra dodekaedrai, 
apriboti lygiais deltoidais (222 pav.), arba kupritas CuO, 
kuris yra trioktaedro (24-sienio) formos, apribotas kongruen 
tiškais netaisyklingais penkiakampiais (223 pav.). Išvedus iš 
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ilgai kiekvienos taisyklingo dodekaedro briaunos plokštumą, 
statmeną simetrijos plokštumai, kurioje yra ši briauna, gàu- 
namas (224 pav.) rombiškas triakontaedras. Rombiškų sienų 
įstrižainės yra taisyklingų briaunainių briaunos: trumpesnio- 
sios apibrėžia dodekaedra, ilgesniosios — ikosaedrą. Pasielgę 
su triakontaedru taip pat, kaip su dodekaedru, gautume 
60-sienj. (Kokios jo sienos?) 

Proporcingo balsų paskirstymo rinkimuose problema, kuri 
buvo išspręsta plokštumoje trijų politinių partijų atveju 
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(59 pav.), keturių partijų atveju suvedama į taisyklingo 
tetraedro dalinimą plokštumomis, lygiagrečiomis jo sienoms 
ir viena nuo kitos lygiai nutolusiomis (225 pav.). Panaudojus 
be galo daug plokštumų iš kiekvieno keturių vienodo nuo- 
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tolio lygiagrečių pluošto, užpildoma visa erdvė. Užpildoma 
taisyklingais tetraedrais ir taisyklingais oktaedrais. 

Papildant paprastuosius daugiakampius (226 pav.), gauna- 
mos vadinamos „žvaigždinės“ figūros (227, 228 ir 229 pav.). 
Penkiakampė žvaigždė, „mistinė pentagrama“, — tai mėgiama 
magikų ir astrologų figūra. Yra trys septynkampiai: vienas 
išgaubtas ir du žvaigždės formos. Nuotrauka (230 pav.) pa- 
deda įsivaizduoti ,,zvaigzdinj poliedrą“ (ant 12 pentagondo- 
dekaedro sienų pastatytos piramidės). 
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Keturias kubo viršūnes galima paversti taisyklingo tetra- 
edro viršūnėmis. Tai atliekama dviem būdais (231 pav.), ir 
abu tetraedrai drauge sudaro ,,zvaigzdinj oktaedrą“". 


MUILO BURBULAI 
O ZEME IR MENULIS 
ZEMELAPIAI IR DATOS 


Patogiausias būdas rutuliui gauti — tai pūsti muilo burbulus. 
Skysčio plėvelės tamprumas — priežastis, dėl kurios plėvelės 
paviršius traukiasi. Muilo burbulo viduje yra tam tikras tū- 
ris oro, todėl plėvelė darosi tokio pavidalo, kad jos pavir- 
šius, esant tam tikram tūriui, būtų kuo mažiausias. Sferinis 
paviršius (232 pav.) yra vienintelė figūra, pasižyminti šia 
savybe. Mėnulis kažkada buvo skystos masės rutulys !. Ka- 
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1 Ištisai skystas Mėnulis, tur būt, niekuomet nebuvo, bet į rutulį turi 
trauktis ir kitokia gravituojanti medžiaga, jei tik jos dalys gali judėti. 
(Vert.) 
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dangi kiekvienas skysčio lašelis traukia kitus skystos masės 
lašelius, tai lašeliai taip susitvarkė, kad bet kuris formos 
pakeitimas pareikalautų nemažai darbo. Galima įrodyti, kad 
tik rutulys pasižymi šia savybe. 233 ir 234 paveiksluose ma- 
tome iš šono apšviestą pūslę ir taip pat apšviestą Mėnulį. 
Padažius vamzdelį su dviem apskritomis angelėmis (235 
pav.) į muilo skiedinį ir ėmus į jį pūsti orą, vamzdelio an- 
gose iškyla du burbuliukai; jie didėja, kol įgauna pusru- 
tulių formą. Po to atsitinka kažkas keista: vienas iš jų toliau 
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didėja, о antras pradeda mažėti. Priežastis — tai rutulio pa- 
viršiaus savybė būti mažiausiu paviršiumi, apimančiu duotąjį 
tūrį. Kai į vamzdelį įpučiamas tam tikras oro kiekis, gamtos 
uždavinys esti uždaryti oro perteklių, nebetelpanti vamzde- 
lyje, kiek galint mažesniu paviršiumi. Žinoma, reikia žiūrėti, 
kad abu burbulai neatitrūktų nuo apskritų vamzdelio kraštų. 
Problema, kaip uždaryti duotąjį tūrį paviršiumi, kurio dalis 
yra viršum apskritos angos, o kita dalis jo apačioje, nes abu 
burbulus visuomet galima sujungti, nekeičiant tūrio ir pa- 
viršiaus. Kol oro dar maža, kad prisipildytų rutulys, kurio 
pusiaujas yra vamzdelio anga, sprendinys bus simetriškas 
lęšis. Šis lęšis išauga į rutulį, ir nuo šio momento susidaro 
tik vienas rutulys, kuris yra ant angos ir pakankamai di- 
delis sutalpinti kiekvienam oro kiekiui. Šis rutulys matomas 
mūsų brėžinyje, jo apatinė dalis parodyta brūkšniniu lanku; 


1 
par k 


Мм 


\ 
5 
\ 


>< 


236 pav. 
166 


озн 


237 рау. 


pernešus šią dalį prie antrosios angos, paaiškėja, kodėl ant- 
ras burbulas sumažėja. (Kaip?) 

Žemė yra rutulys (236 pav.) Viena juodųjų linijų, jun- 
gianti Lisaboną su Farvelio iškyšuliu (viršutinė, einanti šiau- 
riau), yra trumpiausias kelias tarp šių taškų. Tai rutulio di- 
džiojo apskritimo lankas, ortodroma (dienovidiniai yra taip 
pat ortodromos, o iš paralelių tik ekvatoriaus linija yra orto- 
droma). Antroji linija yra loksodroma, t. y. linija, vaizduo- 
janti pastovų kursą; ji kerta visus dienovidinius tuo pačiu 
kampu. Jūrininkas, kuris kompasu nustatė kryptį ir visą laiką 
jos laikosi, plaukia išilgai loksodromos. Navigacija tokiu būdu 
žymiai palengvėja, bet kelionė trunka ilgiau. Matome, kad 
loksodroma, prailginta į abu galus, sukasi apie ašigalius tar- 
tum spiralė ir tyrinėtojams aukštose šiaurinėse platumose 
netinka. Merkatoro projekcija (237 pav.) — tai žemėlapis, ku- 
sudaro žemėlapyje stačiakampę gardelę, ir loksodroma yra 
tiesi linija. Ji kerta dienovidinius žemėje tuo pačiu kampu, 
todėl ir žemėlapyje turi juos kirsti taip pat. Kadangi dieno- 
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vidiniai žemėlapyje yra lygiagretūs, loksodroma kerta juos 
pastoviu kampu,— tai ji turi būti tiesė. Priešingai, orto- 
droma čia kreiva, kaip sinusoidė (žr. 260 pav.). Jeigu iš pietų 
ašigalio suprojektuosime rutulio paviršių šiaurės ašigaliui 
liestinėje plokštumoje (stereografinė projekcija), gausime že- 
mėlapį, kuriame apskritimai rutulyje bus vaizduojami apskri- 
timais ir kampų dydžiai bus išlaikomi (238 pav.). Ortodroma 
šiame žemėlapyje taps apskritimu (kurio spindulys didelis) 
ir loksodroma — logaritmine spirale. Pastaroji išvada išplau- 
per ašigalį, o loksodroma — linija, kertanti jas visas vienodu 
kampu. Jeigu rutulys būtų suprojektuojamas iš Niujorko an- 
tipodo į Niujorko liestinę plokštumą, tai dienovidiniai ir pa- 
ralelės sudarytų vaizdą, kurį matome 133 paveiksle. 
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Jeigu projektuojame rutulį iš jo centro į liestinę šiaurės 
ašigalio plokštumą (gnomoninė projekcija), tai ortodroma 
(239 pav.) virsta tiese. Todėl, skrendant per. poliarines sritis, 
šie žemėlapiai geriausiai tinka. 

Jeigu įterpsime rutulį ir ritinį taip, kad pusiaujas lies riti- 
nio paviršių, ir projektuosime rutulį ant ritinio paviršiaus taip, 
kad kiekvienos lygiagretės ir kiekvieno dienovidinio plokš- 
tumos kirs ritinį (240 pav., a ir b), tai gausime ritinyje rutu- 
lio žemėlapį. Perkirpę ritinio paviršių lygiagrečiai jo ašiai ir 
pakloję jį plokštumoje, gausime rutulio žemėlapį su stačia- 
kampiu dienovidinių ir lygiagrečių tinklu. Tokio žemėlapio 
ypatumas tas, kad išlieka nepakitę plotai (tai žinojo jau 
Archimedas). Tarkime, kad kamuolys plonu sluoksniu pa- 
dengtas dažais arba dulkėmis, ir kiekvieną dalelę perkelki- 
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me į atitinkamą vietą ant ritinio, taip tolygiai padengsime 
ritinį tomis dalelėmis. Jei jas pernešime horizontaliai į bend- 
rą ritinio ir rutulio ašį, tai ir ji bus tolygiai padengta me- 
džiaga. Ją galėtume padengti ir tiesiog, netarpininkaujant riti- 
niui. Tą patį darbą galėtume atlikti ir kitu būdu: iš pradžių 
lygiagrečios projekcijos būdu medžiaga projektuojama hori- 
zontaliai taip, kad dalelės laisvai krinta arba kyla į pusiaujo 
plokštumą (241 pav., a) ir ji pasiskirsto skrituliškai (241 pav., 
b); po to ji vėl projektuojama į pusiaujo skersmenį ir, be 
abejo, ji pasiskirsto tolygiai (241 pav., с). Taigi nustatėme 
skritulyje tokį medžiagos pasiskirstymą, iš kurio gaunamas 
tolygus pasiskirstymas, kai skritulys suprojektuojamas į bet 
kurį skersmenį. Šiai problemai išspręsti tėra vienas spren- 
dimas. 
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Kad išaiškintume datos paradoksą mūsų Žemėje, tarkime, 
kad žemėlapis nubraižytas ant peršviečiamo popieriaus lapo 
(240 pav., b) ir pritvirtintas ant ritinio būgno, įgauna ritinio 
formą. Vienas dienovidinių, kuris skiria Aziją nuo Amerikos 
ir eina Ramiuoju vandenynu, gali būti datos riba (242 pav.). 
Laikas pavaizduojamas popieriaus juostoje, kurią suka viduje 
paslėptas tariamai nejudančios Žemės medinis ritinys. Juosta 
kryžiuojasi su permatomu modelio paviršiumi plyšyje išilgai 
datos ribos. Išorinė juostos dalis yra ateitis, į vidų įtrauktas 
ir uždengtas rulonas — praeitis ir pro permatomą žemėlapį 
regima dalis —, šiandiena". Tokiu būdu juosta yra savotiškas 
kalendorius, kuris rodo dienas, mėnesius ir metus. Jie atskirti 
vertikaliomis linijomis ir padalyti į valandas. Vidurnaktis 
juostoje pažymėtas storesne vertikalia linija, kuri skiria die- 
паз. Kadangi data keičiasi vidurnaktį, visą laiką matome Ze- 
mėje dvi datų ribas: tvirtąją ir vidurnakčio liniją. Taip pat 
matome, kaip: penktadienis ateina nuo tvirtosios linijos 
į slenkančią į vakarus nuo jos (vidurnakčio) liniją; anapus 
jos dar tebėra ketvirtadienis, skaičiuojant nuo judančios li- 
nijos į vakarus iki tvirtosios linijos. Kadangi judančioji linija 
slenka į vakarus, penktadienio sritis platėja, o ketvirtadienio — 
siaurėja ir pagaliau ateina momentas, kai visame pasaulyje 
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penktadienis. Bet tai trunka tik akimirką, nes atslenka šešta- 
dienis ir vidurnakčio linija palieka tvirtąją datos ribą, judė- 
dama į vakarus; tarp jų susidaro iš pradžių siauras naujos 
dienos ruožas, penktadienis pradeda atsitraukti, ir tas pat 
vyksta vis iš naujo. 

Jeigu Žemė būtų ritinys, tai jame galėtume nubrėžti ly- 
giagretes ir joms statmenas dieriovidiniy tieses. Tarkime, jog 
tos linijos nubrėžtos šioje ritinio formos planetoje taip, kad 
jos matomos tiek sausumoje, tiek ir jūroje. Tuomet naviga- 
cija labai palengvėtų, nes, kaip jau minėta, ritinyje trum- 
piausios linijos yra sraigtinės ir kerta lygiagretes bei dieno- 
vidinius pastoviu kampu. Rutulio formos Žemėje negalima 
nubrėžti tokio orientacinio tinklo, kuris kiekvieną ortodro- 
mą (arba kiekvieną didįjį apskritimą) kirstų pastoviu kampu. 
Be ritinio, esama dar ir kitokių kūnų, kuriuose galimi tokie 
pagerinti tinklai. Kaip žinome, galima perpiauti kūgį ir iškloti 
plokštumoje, о joje trumpiausios linijos — tiesės. Plokštumoje 
paprastas kvadratinis tinklas (žr. 12 pav.) turi tokią savybę, 
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| kad kiekviena tiesė kerta dienovidinius ir lygiagretes pasto- 
! viu kampu. Јеіри pavykty tokia plokstuma drauge su tinklu 
užvynioti ant kūgio, uždavinys būtų išspręstas. Tačiau iškyla 
vienas sunkumas: norint, kad tinklas gerai sutaptų, reikia jį 
prieš vyniojimą atitinkamai perpiauti, būtent išilgai tinklo 
linijų. Smaigalio kampu A (243 pav.) galima parinkti 90° 
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180° arba 270° kampus. Taip gaunami trys skirtingi kugiai 


(244, 245 ir 246 pav.). 
Pirmojo kūgio tinklą sudaro tik vienas linijų pluoštas. 


Kiekviena linija kerta kiekvieną kitą liniją (taip pat ir pati 
save) tik vieną kartą. 


247 pav. 
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Antrasis kūgis turi tinklą, sudarytą iš dienovidinių ir 
lygiagrečių; kiekviena lygiagretė kerta kiekvieną dienovidinį 
tik vieną kartą. 

Trečiojo kūgio tinklą sudaro trys pluoštai. Juos galima 
vadinti lygiagretėmis, dienovidiniais ir jungėmis. Kiekvienas 
pluoštas kerta abu kitus pluoštus ir per kiekvieną kūgio tašką 
eina dviejų pluoštų linijos. 
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Kaip kryžiuojasi tinklo linijos kiekviename kūgyje, ma- 
tome nuotraukose (247, 248 ir 249 pav.), kurias darant kūgio 
smaigalys buvo atkreiptas į objektyvą. 


VOVERAITES 
10 SRAIGTAI || 
ŽVAKĖS 


TONAI 
ŠEŠĖLIAI 


Įdomu stebėti voveraites, viena po kitos šokinėjančias me- 
dyje; jų bėgiojimo keliai — sraigtinės linijos. Norėdami rasti 
trumpiausią kelią ritinyje, galime jį perpiauti išilgai tam tik- 
ros tiesės (250 pav.) ir. iškloti plokštumoje (kaip žemėlapį, 
240 pav.). Trumpiausias kelias tarp bet kurių dviejų taškų 
šiame. paveiksle yra tiesė, kuri vyniojama vėl virsta sraigtine 
(251 pav.). Sraigto projekcijoje (252 pav.) matome kai ku- 
riuose taškuose smailumas. Tai kiekvienos netiesios linijos 
savybė, kad.iš kiekvieno ir bet kurio jos taško (253 pav.) 
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atitinkama projekcija galima gauti tokių smailumų. Paprasto 
sraigto pakraščio linija yra sraigtinė. Vadinamasis „begalinis“ 
sraigtas (254 pav.) pakeičia tolygų sukimosi judesį tolygiu 
slenkamuoju judesiu. Jeigu duoto ilgio atkarpa slenka vienu 
galu sraigto paviršiumi, o antruoju galu išilgai sraigto ašies, 
tai susidaro sraigtinis paviršius (255 pav.) Toks paviršius 
taip pat gaunamas, tolygiai sukant ranką apie lazdą, pasta- 
rajai slenkant tolygiai pirmyn. Tai vienintelis sukimo atžvil- 
giu nesimetriškas paviršius, kurį pastūmus galima sutapatinti 
su savimi. Rutulys, ritinys ir plokštuma yra sukimo atžvilgiu 
simetrinės figūros. Jas galime ne tik sutapatinti su savimi 
pastūmus, bet, be to, ir taip judinti, kad bet kuris duotas 
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taškas slinktų bet kuriuo iš anksto nurodytu keliu. Dėl šios 


savybės šiems keturiems paviršiams, gaminant mašinas, tenka 
didžiausia reikšmė. 


251 pav. 


252 pav. 
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253 pav 


254 pav. 


Perpiovę ritinį plokštuma, gauname elipsę (256 pav.). Būtų 
klaidinga laikyti elipsę trumpiausiu keliu ritinyje vien dėl 
to, kad ji yra plokštumoje. 

` Jeigu žvakę apvyniosime popieriumi (257 pav.), perpiau- 
sime ją įstrižai aštriu peiliu (258 ir 259 pav.) ir popierių iš- 
vyniosime, gausime sinusoidę (260 pav.). 

Sudedant sinusoides, galima gauti bet kokią kreivę. Re- 
produkuojant gryną toną iš plokštelės, patefono adatos nu- 
brėžtos linijos bus sinusoidėmis, jeigu jas išklosime plokš- 
tumoje. 

261 paveiksle, a, pavaizduotos trys sinusoidės su vieno- 
domis amplitudėmis, t. y. vienodo aukščio; jos atitinka tri- 
garsio C: G: C tris komponentus. Stora ištisinė linija yra trijų 
sinusoidžių suma. Tai trigarsio įrašas. Bet tas pats trigarsis 
kitomis sąlygomis — jau kita kreivė (261 pav., b). Mūsų brė- 
žinyje matyti, kad antruoju atveju atskirų tonų virpesiai pra- 
sideda ne tuo pačiu metu. 
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255 pav. 


Kadangi mūsų ausis suvokia tik garso intensyvumą (o jis 
priklauso tik nuo amplitudės) ir dar skambėjimo aukštį, ir 
tembrą, kuriuos lemia virpėjimo dažnumas, bet nepajėgia 
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256 pav. 


257 pav. 


258 pav. 
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suvokti garso bangų viršūnių bei duburių, tai ji girdi tą patį 
tęstinį toną, nepriklausomai nuo atskirų virpėjimų pradžios. 

Abiem atvejais akustinis pojūtis vienodas, nepaisant to, 
kaip geometriškai besiskirtų nubrėžtosios kreivės. Bet esama 
ne dviejų, o be galo daug skirtingų įrašų, kurie sukelia tą 
patį akustinį įspūdį ir kuriuos galima gauti iš aukštojo 
C:G:C. Šį faktą galima laikyti įrodymu, kad mūsų ausis 
išskaido garsą į sinusinius komponentus (harmoninius), о po 
to centrinėje nervų sistemoje iš jų sudaro vieningą pojūtį, 
nustelbdama kai kuriuos tikro fizikinio garso proceso po- 
žymius. 

Elektrokardiograma (262 рау.) — tai elektriniai svyravi- 
mai, kurie atitinka periodinius širdies tvinksnius. Jos tyrimas 
sunkus. Jeigu kiekvienos akimirkos elektrinę jėgą įsivaiz- 
duosime rodykle (matematikas ją vadina vektorium), tai jos 
smaigalys nubrėš kiekvieno širdies dūžio metu uždarą krei- 
vę. Šią erdvinę kreivę galima nubrėžti, naudojantis tinkamu 
registravimo prietaisu ir laikantis braižomosios geometrijos 
principų (263 pav.). 

Trys žinomos kreivės — elipsė, hiperbolė ir parabolė — 
gali būti gautos, perpiaunant kūgį tinkamai parinkta plokš- 
tuma. Todėl jas galima gauti ir kaip skritulio šešėlį plokš- 
čioje sienoje. Jeigu skritulį pastatysime taip, kad visas še- 
„šėlis kristų ant sienos, gausime elipsę (264 pav.); jeigu jos 
dalis nesudarys šešėlio ant sienos, matysime hiperbolę (265 
pav.); jeigu skritulys bus taip laikomas, kad tik vienas jo 
taškas neturės šešėlio, gausime parabolę (266 pav.). Ant stalo 
esantis ir iš viršaus (lygiagrečia šviesa, t. y. tolimo šviesos 
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šaltinio) apšviestas rutulys duoda elipsinį šešėlį ir liečia stalą 
viename elipsės židinyje. 

Planetos skrieja aplink Saulę elipsėmis, kurių viename ži- 
dinyje yra Saulė. Spindulys-vektorius Saulė — planeta pa- 
dengia kiekvieną dieną (taip pat kiekvieną valandą) vienodo 
dydžio plotus (267 pav.), bet Žemės atstumas nuo Saulės ne 
kiekvieną mėnesį vienodas. (Kuriuo atžvilgiu paveikslas ne- 
atitinka tikrovės?) 
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Biliardo kamuolys (268 pav.), pastumtas taip, kad nepra- 
lėktų tarp elipsės pavidalo stalo židinių, atšokdamas nuo 
kraštų, brėš laužtą liniją, kurios visos atkarpos bus liestinės 
mažesnei elipsei, turinčiai tuos pačius židinius. Jeigu pradinis 
smūgis bus tokios krypties, kad kamuolys riedės tarp abiejų 
židinių, tai jis, atsimušęs į kraštą, ir toliau lėks tarp židinių 
(269 рау.). Tai kartosis daugelį kartų, ir jo kelias eis liesti- 
nėmis hiperbolei, kurios židiniais bus stalo židiniai. Jeigu 
kamuolys pajudės iš vieno kurio židinio, tai, atsimušęs į kraš- 
tą, praeis per kitą židinį (270 pav.); jo kelias kaskart artės 
prie didžiosios ašies. 


PAVIRSIAI 
GRANDINE 
VEZIMELIS 
MINIMALUS PLOTAS 


11 ‚ TIESIŲ SUDARYTI 


Visos linijos rutulio paviršiuje kreivos, bet yra ir kreivų 
"paviršių, kuriuos sudaro tiesės. Ritinys ir kūgis yra, pavyz- 
džiui, tokie paviršiai. 173 paveiksle matėme besisukantį kubą, 
kurio briaunos slinko dviejų kūgių ir vieno vienašakio suki- 
mosi (rotacinio) hiperboloido paviršiumi. Bendrąjį vienašakį 
sukimosi hiperboloidą sudaro du tiesių pluoštaj; žiūrint is 
viršaus, matoma elipsė (271 pav.) su jos liestinėmis; 272 pa- 
veiksle matome vienašakį hiperboloida. Sukimosi paraboloidą 
„gauname, sukdami parabole apie jos simetrijos ašį. Dažnai 
galima pamatyti paraboloido formos automobilio žibintą. Tokį 
paraboloidą kirsdami plokštumomis, lygiagrečiomis jo ašiai, 
gauname paraboles, ir visos šios parabolės yra kongruenčios. 
Iš to išplaukia, kad sukimo paraboloidą sudaro begalinis toly- 
gių kongruenčių plokštuminių figūrų pluoštas. Rutulys ir 
plokštuma turi tą pačią savybę. (Ar yra kitų pavyzdžių?) 


271 pav. 
188 


Prazulnus keturkampis (273 pav.), prie kurio kampų pri- 
tvirtinti vienodi svoriai, turi sunkio centrą, kurį galima su- 
rasti, nustatant iš pradžių vieno svorių dvejeto sunkio centrą, 
paskui kito dvejeto sunkio centrą ir pagaliau tų dviejų sun- 
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kio centrų sunkio centrą (pastaruosiuose taškuose yra pri- 
dėtos tų svorių sumos, kurių sunkio centrais jie yra). Taip 
gaunamas priešinių kraštinių centrus jungiančių linijų cent- 
ras. Kadangi galima pradėti nuo kito priešinių kraštinių dve- 
jeto ir, be abejo, bus gaunamas tas pats sunkio centras, tal 
išplaukia, jog pražulnaus keturkampio priešinių kraštinių 
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centrus jungiančios atkarpos kertasi (ir dalijasi pusiau). Jeigu 
svoriai nelygūs (sakysime, a, b, c, d), bet sudaro vienodus 
santykius (a:b=c:d), tuomet gaunamos jungės, kurios da- 
lija vieną priešinių kraštinių dvejetą santykiu a:b, o kitą 
dvejetą santykiu с: d. Šios jungės kertasi — tai galima įrodyti 
tuo pačiu būdu. Pakeitę svorius a, b, c, d, bet išlaikę jų pro- 
porcingumą, gauname du linijų pluoštus, kurie sudaro pavir- 
šių-audinį (274 pav.) keturkampio rėmuose (nutraukoje paro- 
dytas metalinis įrėminimas; reikia parinkti keturis siūlus mo- 
delyje, kad gautume pražulnųjį keturkampį). Žiūrint iš šono, 
Sis paviršius (275 pav.) atrodo kaip balnas. Jis vadinamas 
hiperboliniu paraboloidu. Paprastas būdas, kaip gauti pavir- 
šių su jame esančių tiesių pluoštu, yra toks: paėmus vielą, 
sudarančią plokštuminę kreivę, reikia su prie jos pagal\ lies- 
tinę pritvirtintais strypais išlenkti į bet kokią kitą kreivę. 
Taip gaunamas dvipusis paviršius (276 pav.), sudarytas iš vie- 
no tiesių pluošto. Kreivė yra aštrus kraštas, jungiantis abi 
puses, ir nė viena pusė neišlenda pro šį kraštą. Jeigu sujung- 


276 pav. 
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sime du vielos žiedus taip, kad jų ašis būtų bendra (taip, 
kaip nupiautinio kūgio dugnas ir viršus), ir panardinsime juos 
į muilo skiedinį, tai gausime sukimosi paviršių (277 pav.), 
būtent visų mažiausią, kuris tik gali išsitempti tarp dviejų 
tokių rėmų, nes muilo plėvelė traukiasi kiek tik gali. Nuo- 


278 pav. 


192 


traukoje matome ir patį tikrąjį paviršių, ir taip pat jo šešėlį 
ekrane. Jo lygiagrečios platumų linijos yra apskritimai; jo 
meridianą (dienovidinį) aiškiai matomą ekrane kaip šešėlio 
viršutinį kraštą, galima padidinti" projektoriumi. Stebint šį 
paveikslą kartu su kabančia ant ekrano grandine, galima pa- 


279 pav. 


matyti, kad jis yra grandininės linijos formos, kitaip sakant, 
jis atrodo taip pat, kaip tarp dviejų vinių kabanti grandinė 
(278 pav.). Grandininės linijos lygtis у=а(6* +67); parinkus 
atitinkamus vienetus x-ui ir y-ui, gaunama lygtis y=10*+ 
+10-*. Kad gautume mažiausią muilo skiedinio paviršių, rei- 
kia grandininę liniją sukti aplink jos x-ašį. Turėdami gran- 
dinę, jos x-ašies nematome. Norėdami ją rasti, turime per- 
piauti grandinę jos žemiausiame taške ir ištiesti. Įsivaizduo- 
kime, kad grandinė kabo ant sienos ir kad vinys jos įgaub- 
toje pusėje kliudo jai slinkti aukštyn; tuomet jau pakanka 
leisti grandinei kristi, veikiant sunkio jėgai. Grandinės galas 
brėžtų tą pačią kreivę, kaip vaikiškas žaislinis vežimėlis, 
vaikui einant šaligatvio kraštu ir traukiant vežimėlį gatve 
(279 pav.). Vežimėlis artės vis daugiau prie šaligatvio, bet 
jo niekuomet nepasieks; šaligatvio kraštas bus ieškomoji 
ašis. Taip randama ašis, kaip viršutinė ribinė padėtis visų 
horizontalių tiesių, kurių negali liesti grandinės galinis taš- 
kas, perpiovus grandinę žemiausiame taške ir paleidus galą 
laisvai kristi. 

Žaislinio vežimėlio (arba perskirtos grandinės galinio taš- 
ko) brėžiamą traktrisę galima sukti apie vaiko kelią kaip apie 
ašį (t. y. apie tą pačią ašį, kurią radome grandininei linijai) 
ir gauti naują sukimosi paviršių, turintį tokią savybę, kad 
mažas jam pritaikytas skritulys gali slankioti juo, gerai pri- 
glusdamas visame jo paviršiuje, visai jo neištempdamas ir 
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nesulankstydamas. Tokia pat savybe pasizymi rutulys, ritinys, 
kūgis, plokštuma ir visi kiti paviršiai, kurie gaunami, len- 
kiant plokštumą. Tačiau mūsų sukinio paviršius išsiskiria tuo, 
kad jo kreivumas neigiamas; kiekvienas jo taškas yra balno 
taškas. Šis kreivumas visur vienodas kaip rutulio; tai pama- 
tėme ir bandymo su slankiojančiu skrituliu metu. Todėl trak- 
trisoidas yra pseudoruiulys arba dar daugiau — anilirutulys. 


DAR KARTA 
] 2 PLATONO KŪNAI 
TILTŲ SANKRYŽOS 


MAZGŲ RISIMAS 


ŽEMĖLAPIŲ 
SPALVINIMAS 


SUŠUKAVIMAS 


Anksčiau konstatavome, kad egzistuoja tik penki taisyklingi 
briaunainiai, vadinamieji Platono kūnai, bet to teiginio ne- 
pagrindėme. Tarkime, kad ant rutulio paviršiaus yra nubrai- 
žyta figūra, turinti L linijų, K viršūnių ir P šonų. Kitaip sa- 
kant, padalykime gaublį į P sričių (jūras ir vandenynus lai- 
kysime taip pat sritimis). Tuomet visada bus К+Р= 1+2, 
nepriklausomai nuo to, kaip bus padalytas gaublys. Nesunku 
įrodyti šią Oilerio, garsaus šveicarų matematiko, nustatytą 
taisyklę. Pradėkime nuo vienos viršūnės (280 pav.). Jeigu 
suprasime taisyklę pažodžiui, tai matysime, jog ji teisinga 
šiuo atveju, nes turime vieną viršūnę (K=1), vieną šoną 
(P=1) іг nė vienos kraštinės (L=0): 14+1=04-2. Nubrėžę iš 
viršūnės liniją (281 pav.), naujai padalijame rutulio paviršių, 
ir taisyklė taip pat visiškai teisinga, nes turime: K=2, P=1 
ir L=1 (2+1=1+2). Dabar tarkime, kad turime bet kurią 
figura, kuriai tinka ši taisyklė (282 pav.), ir nubrėžkime nau- 
ją liniją (283 ir 284 pav.), jungiančią bet kurią viršūnę su 
kita jau esančia viršūne. Tokiu būdu viršūnių skaičius padi- 
dėja 0, sričių skaičius — 1 ir linijų skaičius — 1. Vadinasi, 
Oilerio formulės kairioji ir dešinioji pusės padidėja 1, taigi, 
formulė lieka teisinga, jeigu ji ir anksčiau buvo teisinga. Jei- 
gu nauju linija baigiasi naujoje viršūnėje (285 pav.), tai vir- 
šūnių padaugėja 1, paviršių 0 ir linijų 1. Taigi ir vėl išvada 
pasitvirtina. Kadangi kiekvieną bet kurią figūrą rutulio pavir- 
šiuje galima braižyti, pradedant viršūne ir paskui vedant rei- 
kalingas linijas vieną po kitos, tai Oilerio taisyklė jau įrodyta. 
(Kas sieja su domino lošimu?) Tarp visų galimų rutulio pa- 
viršiaus padalijimų yra taisyklingi padalijimai, kuriuos mes 
kaip tik nagrinėjame ir kurie pasižymi tuo, kad šonų sienos 
turi tą patį linijų skaičių p kiekvieno paviršiaus krašte ir tą 
patį linijų, kurios susiduria kiekvienoje viršūnėje, skaičių k. 
Jeigu turime P sričių, tai sandauga Pp parodo, kiek iš viso 
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yra linijų, skaitant kiekvieną jų du kartus, nes kiekviena 
linija priklauso dviem sritims. Taigi 2L=Pp. Linijas galima 
taip pat suskaičiuoti, imant visas viršūnes iš eilės; gauname 


2L=Kk. Taigi turime P= = K= = 
Įrašę šias reikšmes vietoj K ir P į Oilerio formulę, gauname 


2. + э =L4-2. Pastaroji formulė gali būti išreikšta dar taip: 
Я La 
(E) кот zI + 2° 


Paprasčiausias būdas šiai lygčiai patenkinti yra šis: imti arba 
p=2, k=L, arba k=2, p=L. Iš pirmosios prielaidos gauname 
P=L, K=2. Tuomet turėsime tik dvi viršūnes ir tiek sričių, 
kiek linijų; dėl to, kad k=L, kiekviena linija priklauso kiek- 
vienai viršūnei ir dėl to, kad p=2, kiekviena sritis ribojama 
dviem linijomis. Taigi turime du polius (286 pav.), kuriuos 
jungia L dienovidinių; pastarųjų skaičius pasirenkamas lais- 
vai (L=1, 2, 3, ...). Iš antrosios prielaidos išplaukia K=L, 
P=2. Šiuo atveju turime tik dvi sritis ir tiek kampų, kiek 
linijų; dėl to, kad p=L, kiekviena linija priklauso kiekvie- 
nam paviršiui, t. y. bendrą abiejų sričių sieną sudaro L linijų 
ir L kampų. Taigi gaublys bus padalytas (287 pav.) į du pus- 
rutulius, kuriuos skirs L-kampis, skaičius L bet koks. Šias dvi 
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žemėlapių rūšis pavadinsime išimtimis; dar pastebėsime, kad 
atvejis p=2, k=2 priklauso abiem atvejams (288 pav.). 

Grįžkime prie bendrosios lygties (E) ir išmėginkime L=1; 
pamatysime, jog vieninteliai šiuo kartu gaunami sprendiniai 
yra jau rastieji išimtiniai atvejai: k=1, p=2 arba k=2, p=1. 
Tas pat bus, kai L=2—tik gausime aukščiau minėtą spren- 
dinį p=k=2. Taigi, norėdami naujai padalyti rutulio pavir- 
šių, turime imti L=3, 4, 5, ... Dešinioji lygties pusė bus šiais 
atvejais mažesnė už 1, ir, kadangi ji visada didesnė už, gau- 
sime nelygybę: 

1 1 1 

> < р 22 <1. 
Reikšmė p=1 prieštarauja dešiniajai nelygybei, o reikšmė 
p=2 pateikia išimtinius atvejus (286 pav.), kuriuos jau išnag- 
rinėjome. Taigi turime pradėti atveju k=3. Čia turime patik- 
rinti k=3, 4 ir 5, nes k=1 prieštarauja dešiniajai nelygybei, 
kai k=2, gauname jau išnagrinėtąjį atvejį, o k=6 ir dau- 
giau sudaro - + | = ! + - lygų > arba mazesni, o tai 
prieštarauja kairiajai nelygybei. Taip svarstydami, reikšmėms 
p, didesnėms kaip 3, dėl kairiosios nelygybės turime apsiri- 
boti atvejais k=3, 4, 5. 

Kadangi galime pradėti taip pat nuo k (kuris mažiausiai 
turi būti lygus 3, jei norime išvengti negalimų išimtinių 
atvejų), tai matome, jog p turi apsiriboti reikšmėmis 3, 4 arba 
5. Taigi yra 3X3=9 atvejai; čia galima kombinuoti abi skai- 
čių trijules 3, 4, 5. Iš jų keturi atvejai: 


p=4, k=4; p=4, k=5 | 
p=5, k=4; p=5, К=5 


negalimi dėl kairiosios nelygybės: jau 4 + 1 = + yra per 
maza. Taigi lieka penki atvejai: 


(a) p=3, k=3; šiuo atveju iš (E) gauname 
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— 5- = 1-; L=6, P=4, K=4; 


1 

3 3 Е" 
(b) p=3, Каі к= 4; iš (Е) 

1 1 ЛР Bae = B: 

t г! L=12, Р=8, K=6; 
(c) p=3, k=5; iš (E) 

1 1 Жы ый ж ds = 

Lpi ! а ri 1=30, p=20, K=12; 
(d) p=4, k=3; iš (E) 


L=12, P=6, K=8; 
(e) p=5, k=3; is (E) 
L=30, P=12, K=20. 


Skaičiavimus supaprastinome tokiu būdu: sukeitėme p su 
k ir P su K, kad tuojau gautume (d) iš (b) ir (e) iš (c). Tokiu 
būdu nustatėme penkis taisyklingus rutulio paviršiaus pada- 
lijimus. Išimtiniais atvejais negaunama briaunainių paprastąja 
prasme, nes nėra dvikraščių daugiakampių tiesiomis krašti- 
nėmis nei dvisienių briaunainių plokščiomis sienomis. Penkis 
atvejus (a), (b), (c), (d), (e) atitinkantys Platono kūnai yra 
vieninteliai taisyklingi briaunainiai: tetraedras, oktaedras, 
ikosaedras, kubas ir dodekaedras. 

Įsisąmoninkime, jog jrodéme žymiai daugiau, negu buvo- 
me žadėję. Radome gaublyje visus reguliarius žemėlapius, 
nepaisant, kaip atrodo jų sienos, ir nedarant jokių prielaidų 
dėl jų formos: ar jie apskritimai, ar vingiuotos linijos. Be 
to, mūsų išvadoms nesvarbu tiksli gaublio forma — planeta 
gali būti kubo, lęšio bei rutulio formos. 


289 pav. 
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Šie klausimai siejasi su sena problema—kaip nukopi- 
juoti figūrą, neatitraukiant pieštuko ir kiekvieną tašką palie- 
čiant tik vieną kartą. Toks atvejis galimas (289 pav.). Oileris 
susidūrė su klausimu, kokias figūras galima šitaip nubraižyti, 
kai jam buvo pateikta „Karaliaučiaus tiltų problema“ (290 
pav.). Yra septyni tiltai, ir klausiama, ar galima juos visus 
iš eilės vieną po kito pereiti, per kiekvieną einant ne dau- 
giau kaip vieną kartą? Salą pažymėkime raide A, kairįjį 
upės krantą — B, dešinįjį — С ir sritį tarp dviejų upės šakų 
aukštupyje — D. Tuomet uždavinys bus toks: vienu žygiu per- 
eiti tam tikrą figūrą (291 pav.), kurią sudaro septynios lini- 
jos. Tačiau uždavinys neišsprendžiamas, nes, laikydami bet 
kurį tašką pradiniu ir kitą kurį tikslu, turėtume pakeliui per- 
eiti mažiausiai du taškus A, B, C, D (t. y. taškus, kurie nepra- 
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diniai ir negaliniai). Kiekvieną kartą, kai mes pereiname per 
tam tikrą tašką, nueiname įėjimo ir išėjimo kelią, t. y. du 
kelius, ir kadangi kiekviename taške susiduria trys arba pen- 
kios linijos, tai kai kuriomis linijomis nebus eita. 

Kita vertus, galima vienu brėžimu nubraižyti kiekvieną 
figūrą, kurios kiekviename taške susiduria lyginis linijų skai- 
čius, arba figūrą su dviem išimtiniais taškais, kuriuose gali 
susieiti nelyginis linijų skaičius, jei tik ji (figūra) yra susi- 
jusi. Kad įrodytume šį teiginį vien „lyginių“ taškų atvejui, 
pradėkime bet kuriame taške. Kadangi iš kiekvieno taško yra 
išėjimo linija ir jei buvo įėjimo linija, tai kelias turi baigtis 
pradiniame taške, nepriklausomai nuo to, kokį būdą pasirink- 
sime. Į visą kelią galima žiūrėti kaip į uždarą kreivę; jei 
pasiliko figūros nenueitos dalys, tai jos turi būti sujungtos 
keliais viename jų taške, sakysime, taške A; iš visų į A ve- 
dančių kelių lyginis skaičius priklauso senam keliui ir lyginis 
skaičius kitoms dalims. Eikime uždara kreive, pradėdami 
ir baigdami kelią taške A (292 pav.). Kadangi A priklauso 
taip pat antrai daliai, tai dabar galime jį pasirinkti pradiniu 
tašku ir vėl eiti uždara kreive nuo A iki A. Lengva pa- 
stebėti, kad dvi uždaros kreivės, turinčios bendrą tašką A, 
gali būti laikomos viena uždara kreive (kaip, pavyzdžiui, 
skaitmuo 8, kuris parašomas vienu brėžimu). Jeigų mūsų už- 
davinys vis dar nebaigtas, tai turi būti nauja uždara kreivė, 
sujungta taške B su likusia figūros dalimi. Taip samprotau- 
dami, pagaliau gausime sprendinį. Taip pat galima nagrinėti 
dviejų išimtinių nelyginės eilės taškų atvejį. Reikia tik pra- 
dėti išimtiniu tašku O. Aišku, kad kelias, kokį jį bepasirink- 
tume, turi baigtis nelyginės eilės taške O“. Likusi figūros dalis 
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nebeturi daugiau išimtinių taškų; tad ji bus uždara kreivė, 
kuri tam tikrame taške В (293 pav.) yra sujungta su ріг- 
muoju keliu O—O’. Tuomet galime pradėti žygį iš O ir eiti 
keliu OO’ į tašką B, toliau uždara figūra grįžti į B ir baigti 
kelionę pirmojo kelio dalyje BO“. 

Panagrinėkime uždarą grandinę (294 pav.), susikryžiuo- 
jančią vieną kartą. Stumkime ją išilgai stalo taip, kad nebe- 
būtų mazgo, tada ji atsidurs tokioje padėtyje (295 pav.), ku- 
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гіоје „luš", t. y. susidarys aštrus išlinkis. Kad tai jrodytume, 
išnagrinėkime liestinę (296 pav.). Kampas tarp jos ir pastovios 
krypties keičiasi, kai slenkame grandine aplinkui, tačiau 
kampo didėjimas išlyginamas jo mažėjimu; apėjus visą kreivę, 
kampo pakitimas bus lygus nuliui. Grandinei, kuri nesusi- 
kryžiuoja, toks kampas pakinta 360“; taigi pastumtos gran- 
dinės forma yra tokia, kuriai kampo kitimas turi būti lygus 
nuliui. Tai ir bus aštraus išlinkio forma, kurioje liestinė vienu 
šuoliu panaikina sukauptą apibėgant kampo pakitimą. 

297 paveiksle pateikta kita problema. Čia turime tris na- 
mus, vieną karvelidę, vieną šulinį, vieną šieno kūgį ir iš višų 
namų reikia nutiesti po vieną taką į karvelidę, į šulinį ir 
į šieno kūgį, bet taip, kad jie vienas su kitu nesikirstų. Pa- 
aiškėja, kad tokia problema neišsprendžiama. Iš tikrųjų, su- 
jungus pirmąjį namą su šuliniu, šieno kūgiu ir karvelide ir 
iš jų nutiesus takus į antrąjį namą, gaunamos trys nesusiker- 
tančios linijos, einančios iš vieno namo į kitą (298 pav.). 
Šios linijos padalina visą plokštumą į tris sritis: Cı, Co, Сз. 
Be abejo, trečias namas stovės vienoje iš šių sričių. Jeigu jis 
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stovės srityje Cı, tai jis bus uz uždaros linijos, einančios рег 
kūgį; jeigu jis stovės srityje С», t. y. viduryje kitos uždaros 
linijos, tai karvelidė bus už jos ribų; jeigu jis stovės srityje 
C3, tai bus viduje uždaros linijos, už kurios yra šulinys. Pir- 
muoju atveju šieno kūgio negalima sujungti taku su šiuo 
namu, antruoju — karvelidės ir trečiuoju — šulinio. | 

Stebėkime keturias Salis, iš kurių kiekvienos dvi turi 
bendrą sieną. Tada jų sostines galima taip sujungti geležin- 
keliu, kad kiekviena jo linija eitų tik pėr abi šalis, kurioms 
priklauso galinės stotys. Pradėję nuo trijų sostinių A, B, С, 
gautume savotišką trikampį. Sostinė D būtų arba šio trikam- 
pio viduje, arba už jo. Sujungus D su A, B ir C, abiem atve- 
jais gaunamas didelis trikampis, susidedantis iš trijų besiri- 
bojančių trikampių dalių. Imkime dabar penktos šalies sos- 
tinę E; ji (299 pav.) bus arba viename mažųjų trikampių, arba 
už didžiojo trikampio. Kiekvienu atveju bus sostinė X (A, B, 
C arba D), kurią skirs nuo E geležinkelių trikampis. Kadangi 
tos linijos ištisai eina per sritis, kurios nepriklauso nei X, 
nei E, tai sostinė E nebus kaimynė sostinės X. Taigi penkios 
šalys niekuomet nebus viena kitai kaimynės. 
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Topologija vadiname geometrijos dalį, kurią čia nagrinė- 
jame; mokslas apie mazgus taip pat priklauso jai. Virvėje, 
kurios galai sujungti (300 pav.), negalima surišti mazgų, jei 
jų nebuvo, prieš sujungiant galus. Tačiau, jeigu iš pat pra- 
džių buvo mazgas (301 pav.), tai jo niekaip negalima panai- 
kinti, neperpiovus virvės (302 pav.). Paprasčiausias mazgas 
gali būti dviejų rūšių (303 pav.), kurių bet kokiais virvės 
judesiais, neperpiovus virvės, negalima gauti vieno iš kito; 
viena rūšis yra veidrodinis antros rūšies atvaizdas. 
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Mazga iSilgai virvés galima kiek norima toli perstumti, bet 
negalima abiejuose virvės galuose surišti mazgus taip, kad 
jie, pristumti vienas prie kito, vienas kitą panaikintų. Tik 
neseniai pavyko matematiškai įrodyti šį bandymais paremtą 
faktą. 
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Lengva pagaminti tris uzdaras kreives taip, kad jos 
būtų susipynusios, bet joks jy dvejetas nebūtų susiti- 
kęs. Tuoj pat galima pastebėti, jog pakanka vieną kurią virvę 
perpiauti, kad visos trys išsiskirtų (304 pav.) Galima net 
sudaryti iš bet kurio skaičiaus uždarų kreivių modelį (305 
pav., a ir b), kuris turėtų tokią pat savybę. 


305 pav., a 


305 pav., b 
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Popieriaus juostelė, kurios galai pasukti vienas kito at- 
zvilgiu 180° kampu ir po to sulipdyti (vadinamasis Miobiuso 
lapas), yra vienapusis paviršius (306 pav.) Visą tą paviršių 
gali pereiti musė, neperžengdama krašto. Šis kraštas sudaro 
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uždarą, bet nesurištą kreivę. Padarius Miobiuso lapą iš labai 
elastingos gumos, būtų galima jo kraštui suteikti apskritimo 
forma ir Miobiuso lapas pavirstų krepšeliu, kuriame būtų 
galima nešioti daiktus, nors jis neturėtų nei vidinių, nei išori- 
nių šonų (307 pav.). Tokį krepšelį plokščiai suspaudus, nede- 
formuojant apskrito krašto, paaiškėtų, jog kai kuriuos stalo 
taškus krepšelis padengtų tris kartus. Perkirpus Miobiuso lapą 
lygiagrečiai kraštams išilgai juodos linijos, kaspinas nesu- 
irtų, bet sudarytų dvipusį paviršių (308 pav.). Dabar kaspiną 
ribotų dvi uždaros kreivės; jose nebūtų mazgų, bet jos liktų 
supintos. Paprastesnį tokiomis pat savybėmis (dvipusis pa- 
viršius, dvi susipynusios bemazgės kreivės) kaspiną galima 
lengvai gauti (309 pav.), jei popierinės juostelės galus, prieš 
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juos sulipdydami, persuksime 360“ kampu, tuo tarpu pir- 
masis kaspinas persuktas 720° kampu. Yra ir kitas paviršius, 
turintis visai tokias pat savybes, kaip 309 paveiksle. Kaspi- 
nas — tai jo veidrodinis atvaizdas. Iš vieno kaspino, jį lanks- 
tant ir sukiojant, bet neperkerpant, negalima gauti kito. 
Perkirpus paviršių išilgai jo vidurinės linijos, gaunamos dvi 
viena su kita susipynusios juostelės (310 pav.); abi tos pačios 
rūšies, kaip ir pradinis paviršius. 


Jeigu ant Miobiuso lapo ;- jo pločio nuo krašto nubrė- 


sime, tai gausime du sunertus kaspinus (312 pav.); mažesnysis 
yra pradinio kopija, o didesnysis bus mums jau pažįstamos 
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iš 309 paveikslo formos. Jeigu juostelės galus persuksime 
pusantro pilnutinio kampo, t. y. 540“, ir po to sulipdysime, 
tai vėl gausime vienpusį paviršių (313 pav.), kurio kraštas 
bus vienintelė sumegzta kreivė; jos mazgai bus tokie, kaip 
parodyta 303 paveikslo kairėje. Paprastas popieriaus lakštas 
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yra dvipusis, ir jo kraštas neturi mazgų. Todėl kyla toks klau- 
simas: ar egzistuoja dvipusis paviršius vienu sumegztu kraš- 
tu? Teigiamas atsakymas į šį klausimą — 314 paveikslo mo- 
delis. Kraštas vėl sudaro tokį mazgą, kokį matome 303 pa- 
veikslo kairėje. 

Gerai žinomas faktas, kad bet kurį žemėlapį galima ketu- 
riomis spalvomis taip nuspalvinti, jog besiribojančios šalys 
skirtųsi savo spalvomis. Tai griežtai dar neįrodyta, bet visų 
bandymų rezultatas patvirtina tą faktą. Torui, t. y. automobi- 
lio padangos formos paviršiui (315 pav.), reikia ne mažiau 
kaip septynių spalvų, nes ant jo galima nubraižyti žemėlapį, 
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kuriame būtų septynios šalys, iš kurių kiekvienos dvi turi 
bendrą sieną. Apžiūrėję torą iš viršaus ir iš apačios (316 pav.), 
pamatysime, kaip išsidėsčiusios septynios šalys. 

Nors toras nėra toks įprastas paviršius, kaip plokštuma 
ar sfera, bet pavyko rasti įrodymą, kad jam visuomet pa- 
Капка septynių spalvų. Taip pat pavyko įrodyti, kad plokš- 
tumoje ir sferoje pakanka penkių spalvų, bet iki šiol nerasta 
pavyzdžio, kad nebūtų galima išsiversti be penktosios spalvos. 

Ant toro galima nubraižyti tokią uždarą kreivę, kuri pati 
savęs nekerta ir yra identiška su 303 paveikslo kairiuoju 
mazgu (317 pav., a). Jeigu tora perpiausime išilgai juodosios 
linijos, t. y. išilgai mazgo, tai gausime dvipusį paviršių (317 
pav., b) su dviem kraštų kreivėmis; jos susipynę, ir abu maz- 
gai tos pat rūšies, kaip pradinis mazgas. Kad juos gautume, 
turėtume juostelę tris kartus apsukti (1080“) ir prieš sulip- 
dant sumegzti. Dvipusį paviršių, apribotą dviem sumegzto- 
mis, bet ne supintomis kraštų kreivėmis, galima gauti, sujun- 
giant (318 pav.) du anksčiau aprašytos formos modelius. 

Ant toro galima sutalpinti (319 pav.) kiek norima 303 pa- 
veiksle pateiktų kairiojo tipo mazgų taip, kad nė vienas jų 
nekirsty nei pats. savęs, nei kitų. Tačiau jeigu ant toro išdės- 
tomi, abu 303 paveiksle parodyti mazgai, tai gaunama 12 su- 
sikirtimo taškų (320 pav.). 

Kai plokščia bet kokios formos sritis (321 pav., a ir b), 
susidedanti iš elastingos medžiagos, taip susitraukia, jog pa- 
galiau beužima tik dalį to ploto, kurį buvo iš pradžių užėmusi, 
tai visuomet bus taškas (P), kuris, susitraukus sričiai, pasi- 
liks vietoje. 

Čia pateiksime V. Stožeko idėjai priklausantį ir šachmatų 
lentos savybe besiremiantį įrodymą (24—26 pav.). Laikykime 
šachmatų lentą sritimi ir tašką O taško P vieta po susitrau- 
kimo. Pavadinsime laukelį raudonu, jeigu kiekvienam to lau- 
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kelio taškui P taškas O yra arčiau dešiniojo krašto, negu P; 
jeigu O yra arčiau kairiojo krašto, tai šį laukelį vadinsime 
žaliu; laukeliai, kurie nei raudoni, nei žali, tegu bus pažymėti 
geltona spalva. Patikrinus pasirodo, kad kairiojo stulpelio 
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laukeliai nezali, o dešiniojo stulpelio — neraudoni. Taip pat 
nesunku įsitikinti, kad raudoni laukeliai niekuomet nebūna 
žaliųjų laukelių kaimynais, o kaimyniniai laukeliai turi bent 
vieną bendrą tašką. Iš to išplaukia: jeigu karaliui draudžiama 
pereiti į geltonus laukelius, tai jis negali pereiti nuo deši- 
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niojo krašto prie kairiojo, taigi bokštas (24—25 pav.) savy- 
bės prasme gali eiti tik geltonaisiais laukeliais iš viršaus 
į apačią. Todėl būtų galima nubrėžti tik geltonaisiais lauke- 
liais einančią liniją, kuri jungia viršutinį kraštą su apatiniu. 
Kiekviename tos linijos taške P pritvirtinkime rodyklėlę PQ. 
Tos rodyklėlės negali būti visos nukreiptos į viršų (t. y. O 
negali visada būti aukščiau P), juk pradinis tos linijos taškas 
susitraukiant negali pereiti į tašką O už šachmatų lentos kraš- 
to. Dėl tos pačios priežasties negali nūkrypti visos rodyklėlės 
žemyn. Rodyklėlių kryptis kinta išilgai kelio tolygiai, vadi- 
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nasi, toje linijoje turi būti mažiausiai vienas taškas P“ toks, 
kad P’Q’ bus horizontali. Iš geltonojo laukelio apibrėžimo 
išplaukia, kad geltonajame laukelyje, kuriame turime tašką 
Р”, turi būti ir taškas P“ ir būtent toks, kad Р”О” bus nu- 
kreipta statmenai P’Q’. Jeigu šis laukelis labai mažas, tai toks 
staigus pakitimas nėra galimas,- todėl tebūnie PO maža vi- 
siems šio laukelio taškams P. Padaliję sritį į n? laukelių ir 
ėmę skaičių n be galo didinti, gausime riboje nykstamo dy- 
džio rodyklėlę (t. y. Ро= Oo), ir taškas Po bus tas taškas, kuris, 
susitraukiant sričiai, liks vietoje. 

Jeigu iš elastingo audinio pagaminta sfera bus taip su- 
klostoma ir glamžoma (bet neplėšoma), kad ji pasidarytų 
plokščia, tai būtinai bus du antipodai A ir B, kurie gulės vie- 
nas ant kito (322 pav., a ir b), Iš šio teiginio išplaukia nuo- 
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stabi išvada: kiekvienu iaiko momentu mūsų gaublyje yra 
dvejetas antipodų, kurie abu turi vienodą temperatūrą ir vie- 
nodą oro slėgį. Plaukuoto rutulio paviršiaus negalima viso 
lygiai sušukuoti; visuomet rasis mažiausiai vienas verpetas 
(323 pav., a ir b), kuriame plaukai neturės vienos apibrėžtos 
krypties. 
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(324 pav.) kreivos linijos parodo dujų kilogramo slėgio P ir 


tūrio V sąryšį. Nubrėžtos ištisinės kreivės yra izotermos, t. y. 
vienodos temperatūros linijos. Pagal Boilio-Marioto dėsnį jos 


Gamtos dėsniai išreiškiami įvairiomis kreivėmis. Diagramoje 


yra hiperbolės. Vandenilis H; pavaizduotas dviem izotermo- 
mis: 0° ir 77° temperatūrai. Boilio-Marioto dėsnis išreiškia- 
mas lygtimi PV =k (k — konstanta). Punktyrines linijas gauna- 
me, kai indas tam tikru momentu (diagramoje — prie taško, 
pažymėto mažu skritulėliu) aptraukiamas šilumos nepralei- 
džiančiu apvalkalu. Tuomet temperatūra kinta, priklausomai 
nuo slėgio sumažėjimo ar padidėjimo, ir gaunamos adiabatės; 
tai jau apibendrintos hiperbolės (P*-V°=k). Atidėjus P ir V 
logaritminiame popieriuje (zr. 83 pav.), visos linijos virsta tie- 
sėmis (325 pav.). 

Sekantis paveikslas (326 pav.) vaizduoja „salų“ sistema, 
tarp kurių yra kanalai. Galima manyti, kad čia kalbama apie 
miesto planą. Pėstieji kiekviename atsišakojime dvejos ir tu- 
rės apsispręsti, kurią gatvę pasirinkti — kairę ar dešinę. Iš 
šiaurės (viršus) į miestą iš pradžių eina tik viena gatvė, tad 
netenka rinktis. Kitose dviejose gatvėse šiaurės pietų kryp- 
timi, pasukę į kairę, paliekame pirmą namų bloką dešinėje; 
tačiau, jeigu jį paliktume kairėje, patektume į dešiniąją gat- 
vę. Šias galimybes pažymėsime 1,1. Toliau jau bus šiaurės 
pietų kryptimi trys gatvės. Tik tas žmogus, kuris jau buvo 
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326 pav. (7 dm (л 


pasirinkęs „kairę“, begali patekti į rytinę. Si galimybė tegu 
bus pažymėta 1. Patekti į vidurinę gatvę yra du galimumai: 
galima atsisakyti pirmojo pasirinkimo „kairė“ ir pasirinkti ,,de- 
šinę“, arba žmogus, iš pradžių pasirinkęs „dešinę“, dabar gali 
pasirinkti „kairę“. Kai dėl vakarų gatvės, tai tėra vienas 
galimas kelias ten patekti. Šie trys galimumai gali būti pažy- 
mėti skaičiais 1, 2, 1. Sudedant gretimus skaičius (ir palie- 
kant abu kraštinius skaičius 1 dešinėje ir kairėje nepakeis- 
tus), iš 1, 2, 1 gaunama seka 1, 3, 3, 1, kurioje matyti visi 
galimumai artimiausioms keturioms gatvėms. Jeigu taip tę- 
siama toliau, tai gaunamas Paskalio trikampis: 


1 7 21 35 35 21 7 1 
1 8 28 56 70 56 28 8 1 
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1 


Paskutinė eilė parodo, keliasdešimčia kelių galima pa- 
siekti dešimtosios eilės pirmąją, antrąją, ..., dešimtąją gat- 
ve. Šiai eilei visų galimumų suma lygi 1+9+36+84+ 126+ 
126+844+36+9+1=512=2°%. Pavyzdžiui, antropologija žiūri į 
žmonių ūgį kaip į rezultatą daugelio priežasčių, kurios vys- 
tymosi metu veikia įvairiai — vienos ūgio didinimo, kitos jo 
mažinimo kryptimi. Galima įsivaizduoti, kad kiekvienas in- 
dividas pagal monetos metimo. rezultatą pasirenka, ar jis 
gaus iš gamtos savo ūgiui vieną centimetrą viršaus, ar jai 
vieną centimetrą grąžins. Jeigu jam bus leista mesti monetą 
devynis kartus ir jeigu taip darys 512 žmonių, tai pagal po 
miestą klajojančių žmonių analogiją bus galima įspėti, kas 
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tikriausiai įvyks. Vieno centimetro praradimą galima trak- 
tuoti kaip sprendimą pasukti į dešinę, o vieno centimetro 
laimėjimą — kaip sprendimą pasukti į kairę. Kadangi žmo- 
nių yra 512, tai galima išsemti visus Paskalio trikampio eilu- 
tės galimumus. Juos visus sutikę, matysime vieną žmogų, 
kuris bus 5 cm mažesnis už vidutinio ūgio žmogų, 9 žmones, 
kurie bus 4 cm žemesni už vidurkį, 36 žmonės 3 cm mažes- 


nius už vidurkį ..., 126 žmones 1 cm mažesnius už vidurkį, 
126 žmones 1 cm didesnius už vidurkį, 84 žmones 2 cm di- 
desnius už vidurkį ..., vieną žmogų 5 cm aukštesnį už vidu- 


tinio ūgio žmogų. Sustačius juos taip, kad pirmoje eilėje sto- 
vėtų didžiausias, 1 cm žemesni antroje eilėje ir taip toliau, bus 
gauta dešimt eilių, ir dešinysis šio būrio kraštas sudarys Paska- - 
lio skaičių apibrėžtą kreivę, jeigu kairysis kraštas bus išri- 
kiuotas tiesia linija. Šią Gauso kreivę galima gauti įvairiais 


A 
USA 
ГИ; „р 
а „'/, 


būdais. Pirmiausia ją galime nubrėžti, laikydami Paskalio 
skaičius ordinatėmis. Arba, pavyzdžiui, surikiavę vieno kurso 
studentus į eiles pagal ūgį (327 pav.). Pagaliau galima pasi- 
daryti medinę „laimės lentą“ (328 pav.) su šešiakampėmis 
kliūtimis ir kanalais tarp jų, kaip jau buvo aiškinta. Palen- 
kus lentą ir beriant mažus rutuliukus į viršuj pritaisytą pil- 
tuvėlį, galima juos surinkti į dėžutes po paskutine kanalų eile 
ir patikrinti Gauso tikimybių pasiskirstymo dėsnį, nustatant, 
ar bus rutuliukų stulpeliai, atliekant tokį bandymą, daugmaž 
proporcingi Paskalio skaičiams. Šį bandymą galima supapras- 
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328 рау. 


tinti, paimant lentą be kliūčių (329 ir 330 pav.); rutuliukai 
išbarstomi tam tikrame taške ir pagaunami grioveliuose. Šis 
būdas atitinka begalinį skaičių be galo mažų kliūčių. Tikslus 
Gauso dėsnis, kuriam Paskalio trikampis tėra tik aproksima- 
cija, yra teisingas tik begaliniam skaičiui be galo mažų prie- 
žasčių, kurios veikia viena nuo kitos nepriklausomai, ir pa- 
prasta lenta kaip tik geriau atitinka šias sąlygas. Grioveliai 
apatinėje dalyje reikalingi tam, kad vėliau atriedėję rutuliu- 
kai negalėtų pakeisti savo smūgiais pirmesniųjų padėties. 
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329 pav. 


Trevano bandymai, kaip veikia rusmenés nuodai varles, 
parodė, jog iš kiekvieno šimto varlių, kurioms buvo įšvirkšta 
šių nuodų, kurių stiprumas pažymėtas horizontalioje (loga- 
ritmiškai graduotoje) ašyje (dozės apskaičiuotos 100 g varlės 
svorio), nugaišo tiek, kiek jų suskaičiuosime paveiksle į kai- 
rę nuo vertikalės (331 pav.), atitinkančios pažymėtąją dozę. 
Pavyzdžiui, 0,4 ст? (kiekvienam 100 g) dozės pakanka 6 var- 
lems, o 0,6 cm’— net 50 varlių nunuodyti. (Kokios dozės rei- 
kėtų, norint nunuodyti visas 100 varlių?) Tai, be abejo, dau- 
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330 pav. 


gelio bandymų vidurkiai. „Varlių linijos“ kreivė ir šiuo atveju 
yra Gauso kreivė. Jos lygtis tokia: 


y=A: 10-0) 
cia с — neigiamas. 
Nagrinėjant klausimus, susijusius su organizmų vystymusi 
ribotoje erdvėje, pasitaiko kitos rūšies kreivių. Torntonas 
nustatė, kad uždarame inde auginamos bakterijos jų užima- 
mo tūrio atžvilgiu vystosi visiškai taip pat (332 pav.), kaip 


› Н. Steinhauzas 
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____ 48,4605 
у= qg zot- т 


saulėgrąžos (Каір matyt iš Rydo іг Holando bandymų); 
(333 pav.) jų aukščio atžvilgiu arba kaip Amerikos geležinke- 
liai jų bendro ilgio atžvilgiu (334 pav.). Šio vystymosi dėsnio 
pagrindą sudaro tai, kad dauginimasis vyksta proporcingai tiek 
jau gyvuojančių organizmų skaičiui, tiek ir turimai (mažė- 
jančiai) erdvei. Brėžiniuose matomi ir nežymūs praktiškai 
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334 pav. 


rasty skaiciy nukrypimai nuo teorinés kreivés. Ta patj désnj 
pritaikius Jungtinių Amerikos Valstijų gyventojams 1790— 
1930 metais, išvesta formulė (335 pav.): 


190830,35 ч 
1+ 10 1.542035—0,0136265(1—1800) * 1000; 


Y= 
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335 рау. 


čia: Y — gyventojų skaičius, t — metai. Kreivėje matomas po- 
sūkio taškas. Galima įrodyti, kad kreivė artėja prie viršutinės 
ribos, kuri yra dvigubai aukščiau už posūkio tašką — dėsnio 
tinkamumas numatomas ir ateičiai (punktyrinė linija). Pagal 
jį gyventojų skaičius galėtų padidėti iki 191 milijono, bet kai 
kurie statistikai po antrojo pasaulinio karo pareiškė nuomo- 
nę, kad 160 milijonų būsianti jau riba, kuri neturėtų būti 
peržengta artimiausioje ateityje. Tačiau 1957 m., surašius gy- 
ventojus, paaiškėjo, Kad jau yra 170 milijonų !. Taškas brėži- 
nyje rodo, kad šis lygis turėjo būti pasiektas daug vėliau, ir 
kelia abejonę, ar formulė teisinga. Nelauktas kreivės pakili- 
mas, matyt, susijęs su vaikų mirtingumo sumažėjimu, yra viena 
svarbiausių mūsų epochos problemų ne tik Jungtinėse Ame- 
rikos Valstijose, bet ir visame pasaulyje. | 
Gamtos moksluose esama daug kreiviy, kuriy désningumai 
` teoriškai nepaaiškinami (empirinės kreivės), pavyzdžiui, krei- 
vė, kuri vaizduoja žemyno ir vandenyno pasiskirstymą (336 
pav.), priklausomai nuo aukščio [horizontalioji skalė rodo, kad 
8000 m gilumoje litosferai tenka 100°/o, 4000 m gilumoje — 
jau tik 60%, jūros lygyje — apie 30%; pagaliau 9000 m 
aukštyje tėra tik 0°/o litosferos ir 100%/, atmosferos]. Kitas 
pavyzdys — JAV vyrų mirtingumo grafikas (337 pav.). 


1 JAV gyventojų skaičius 1973 m. pradžioje jau siekė 210 milijonų. 
(Vert.) 
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PASTABOS 


(Skaičiai skliaustuose yra paveikslų numeriai) 


(2) Pitagoras iš Samo (apie 582—507 m. pr. m. e.), teoremos apie stačiuo- 
sius trikampius autorius, nagrinėjo taisyklingo parketų klojimo prob- 
lemą ir muzikinės harmonijos teoriją. Tačiau pateiktasis suskaidymas 
yra indų atradimas. Pradiniame brėžinyje yra įrašas „Žiūrėk!“, kuris 
skaitytoją turėjo labiau įtikinti, negu bet kurie žodiniai išvedžiojimai. 

(6) P. Morley, „On reflexive geometry", Trans. Amer. Math. Soc. 8 (1907), 
p. 14—24; J. M. Child, „Proof of Morley's Theorem", Math, Gazette, 
11 (1923), p. 171. 

(7) T. Važevskis (T. Wažewski) žurnale Ann. de 1а Soc. Polonaise de Mathé- 
matigue, 18 (1945), p. 164 nurodo, kad advokatas Rapaportas yra 
dalybos į tris dalis atradėjas. Didžiausia paklaida yra mažesnė kaip 
22'23“. Kampams, mažesniems Каір 30“, paklaida mažesnė Каір 1’. 
Plg. taip pat prie 29—31 paveikslo ciluota knygą, sk. 3, $ 3.3. 

(8) Nenagrinėjome klausimo, ar visi kvadratai gali būti įvairaus dydžio. 
Kad jį padarytume dar sudėtingesniu, galime nurodyti ribą, kurios 
neturėtų peržengti naudojamų kvadratų dydis. x 

(10) Th. Willcocks paskelbė straipsnį apie šį suskaidymą "žurnale Fairly 
Chess Review, 7 (1948). Pirmas, suskaidęs kvadratą į įvairius kvadra- 
tus, buvo R. Sprague (Mathematische Zeitschrift, 45 (1939), p. 607— 
608). Jo skaidinys — tai 55 kvadratai. Kad stačiakampio negalima su- 
skaidyti į mažiau kaip 9 skirtingus kvadratus, įrodė H. Reichardt ir 
H. Toepken žurnale Jahresbericht der Deutschen Math. Vereinigung. 
-50 (1940), Uždaviniai ir sprendimai, p. 13—14. 

(11) H. E. Dudeney, žr. (1), p. 27; J. G. Mikusiński, Ann. Univ. M. Curie- 
Sklodowska, 1 (1946), (Section A), p. 45—50 pateikiamas brėžininis 

f įrodymas (p. 49). ‚ 

(14) Dr. J. Berger, Columbia Chess Chronicle, 1888. Pagal W. Hetper 

nagrinėjimą juodieji ilgiausiai gali gintis tokiu būdu: 


Balt. Juod. Balt. Juod. 
1. Vb1—b8; Rfi—c4 8. Kh3—g3; Re4—f3 
2. Vb8—e5; Rc4—a6 9. Vdi—cl; Rf3—h5 
3. Ve5—el; Ra6—b5 10. Vci—al; Rh5—g4 
4. Vel—cl; Rb5—f1 11. Vai—h8+; Rg4—h3 
5. Ус1—14; Rf1—a6 12. Vh8xh3+; Rgi—h2+ 
6. Vf4—g4; Ra6—b7 13. Vh3xh2 matas. 
7. Vg4—d1; Rb7—e4 
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(15) W. Massmann, Neue Leipziger Zeitung, 1936. Problema nagrinėjama 
F, J. Prokopo knygoje: 1000 auserlesene Schachaufgaben, Prag, 1944, 
Nr. 423. 

(16) Dr. K. Ebersz, Magyar Sakkvilag, 1940. Analizé priklauso Duchamp ir 
Halbersiadt: L'opposition et les cases conjuguées, Paryžius ir Briuselis, 
Lancel et Legrand, 1930, p. 111, Nr. 244. Torres y Quevedo sukonst- 
ravo automata, kuris su karaliumi ir bokštu iš bet kurios pradinės 
padėties, darydamas mažiausią ėjimą, duoda matą karaliui: Scientific 
American Supplement, 6 (1915), p. 296. Išradus elektroninius prietai- 
sus, naudojamus moderniose skaičiavimo mašinose, galima įsivaizduoti 
automatus, įveikiančius daug sunkesnius uždavinius (Zr. Cybernetics, 
N. Wiener, Wiley, New York, 1948). 

(17, 18) Šį lošimą išradęs garsus šachmatų uždavinių autorius S. Lloyd. Lošimo 
teoriją išvystė W. Johnson іг М. E. Story žurnale American Journal 
of Mathematics, 2 (1879), p. 397—404. 

(18, 19) Kategorišką šachmatų ir panašių lošimų pobūdį pirmasis įrodė 
László Kalmar: „Apie abstraktinių lošimų teoriją“, Acta Litterarum ac 
Scientiarum R. Univ. Hungaricae, Sectio Sc. Math., ‚ Szeged, 4 (1928), 
p. 65—85. 

(21) Euklidas, vienas didziausiy visy laiky matematiky, gyveno apie 300. m. 
pr. m. e. Aleksandrijoje. Jis sukūrė pirmą sisteminį geometrijos išdėsty- 
mą. Fauguenbergue nustatė 1917 m., kad skaičius 2!27—1 yra pirminis. 
D. H. Lehmer išrado fotoelektriškai veikiančią mašiną, kuri patikrina 
labai didelių skaičių dalumą; ji buvo eksponuota 1933 m. Čikagos 
parodoje. Nuo to laiko pažengta labai toli, konstruojant elektronines 
skaičiavimo mašinas. 

(24, 25) W. W. Rouse Ball, Mathematical Recreations and Essays, London, 
Macmillan and Co., 1939, p. 165 ir 171. Taip pat Ahrens, Mathema- 
tische Unterhaltungen und Spiele, p. 225 ir 293. 

(25, 26) A. Hulanicki, Vroclavo universiteto studentas, paprastai įrodė tei- 
рїп} apie „draudžiamuosius“ laukelius; įrodymas buvo paskelbtas žur- 
nale Wiadomošci Matematyczne. 

(27) Leonard Euler (1707—1783) iš Bazelio parašė keletą šimtų darbų, ku- 
riuose nagrinėjamos beveik visos aukštosios bei elementarinės mate- 
matikos sritys. Kad negalima išrikiuoti 36 karininkų, įrodė Fisher ir 
Yates (1944), taip pat Bruck ir Ryser (1949). 

(29—31) Sokraio mokinys Platonas -(429—348 m. pr. m. e.) nagrinėjo \/2 ir 
iš kitų skaičių iracionalumą. Skaitytojui rekomenduojame knygą 
Р. Курант и Г. Роббинс. Что такое математика?, Просвещение, 1967, 
sk. 2, $ 2. 

(32—33) Blaise Pascal (1623—1662), matematikas іг filosofas, barometro іг 
skaičiavimo mašinos išradėjas, tikimybių teorijos pradininkas, naudojo 
matematinę indukciją savo veikale Traitė du triangle arithmėtigue 
(1665). Tiesa, Е. -Maurolico (1494—1575) šioje srityje buvo pirmesnis 
už Paskalį, bet jo darbai buvo pamiršti. 

Prieš mus pluoštas užklijuotų vokų. Kiekviename jų yra raštelis 
su užrašu: „Atplėšk kitą voką, perskaityk laišką ir daryk tai, kas 
ten nurodyta“. Ant pirmo voko užrašyta: „Atplėšk šį voką, perskaityk 
laišką ir daryk tai, kas ten nurodyta“. Matematinės indukcijos princi- 


pas teigia: jei kas yra pasiryžęs tiksliai įvykdyti pirmajame voke ; 


įrašytąjį paliepimą, tai jis turės atplėšti visus vokus. 

(34, 35) Lord Rayleigh, The Theory of Sound, London, 1894—1896. L. Euler, 
žr. (27), nagrinėjo gamos problemą ir atkreipė dėmesį į tą faktą, 
kad akordai tuo geriau skamba, kuo mažesni skaičiai apibūdina vir- 
pėjimų dažnumo santykį. Klaudijus Ptolomėjus (Aleksandrija, 140 m. 
pr. m. e.) pasirinko išeities tašku, be oktavos, dar kvintą ir kvartą, taip 
pat didžiąją terciją 5:4 ir sudarė diatoninę gamą 9/8, 10/9, -16/15, 
9/8, 10/9, 9/8, 16/15. Čia visi akordai, lygiai kaip ir mažoji tercija, 
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išreiškiami skaičiais, mažesniais kaip dešimt, bet sekundės yra nevie- 
nodos: kartais 9/8, kartais 10/9. Taip suderinus fortepijoną, melodija 
C-dur tonacijoje skambėtų taip, kaip paprastai D-dur tonacijoje. 
Temperuotą gamą 1691 m. sudarė vargonininkas Andreas Werckmeister. 

(38) L. Fibonacci gyveno apie 1200 m. Pizoje. Medžio idėją atgaivino 
E. Zylinski straipsnyje, kuris buvo atspausdintas Tarptautinio matema- 
tikų kongreso Bolonijoje pranešimų 4 tome, p. 153—156 (1928). Žr 
taip pat Acta Soc. Botanicorum Poloniae, 5 (1928), p. 380—391, kur 
D. Szymkiewicz aptaria vadinamąjį Liudvigo dėsnį, arba Fibonačio 
skaičių reikšmę botanikoje. 

(41—44) 41 paveiksle C plotas, kuriame gano C, sudaro aštuntadalį visos 
ganyklos; 42 paveiksle tas plotas jau siekia ketvirtadalį. Taško, kur 


1 


sueina trys plotai, koordinatės 5 , 2 јеіри (0,0) іг (1,1) уга dvieju 


priešingų kampų viršūnių koordinatės. 43 paveiksle bendro taško Ко- 
1 13 


ordinates —, —. 44 paveiksle ilgiausias jojimo kelias: A yra 
2 24 
Kas., C yra LT , o bendras taškas yra tas pats, kaip ir 43 


paveiksle. Leon Bankhoff iš Losanželo žurnale The American Math. 
Monthly, 59 (1952 m. lapkritis), p. 634—635 siūlo kitą sprendimo 
būdą. Jo pasiūlymas toks: tegu trikampis ABC yra lygiakraštis; trijų 
aukštinių, iškeltų iš kraštinių vidurio, tęsiniai dalija kvadratą į tris 
lygias dalis, kurių kiekviena pavedama prižiūrėti vis kitam piemeniui, 


338 pav. 


(Konstrukciją reikia pradėti nuo pagalbinės linijos - pg, dalijančios 
kvadratą į du stačiakampius santykiu 2:1. Per taškus, kurie pažymi 
šių linijų pirmąjį ir paskutinį ketvirtadalį, brėžiamos tiesės, kurios su 
tiese pg sudaro 30“ kampus, taškas C yra punktyrinių linijų susi- 
kirtimo taškas.) Taip dalijant, gaunama: (I) laukai lygūs, (II) ilgiausi 
jojimo keliai lygūs, (III) kiekvienas ganyklos punktas pavedamas arti- 
miausiam piemeniui, bet (IV) principas, kad kiekvienam piemeniui 
būtų iki minimumo sutrumpintas ilgiausias kelias, šiuo atveju ne- 
įgyvendinamas.. Iš 5 mūsų sprendinių tik pirmasis, t. y. sprendinys, 
pateiktas 40 paveiksle, turi visus keturis (I—IV) pranašumus, tuo tarpu 
41 paveiksle — tik II ir IV, 42 paveiksle — II, III ir IV, 43 paveiksle — 
I, II ir IV ir 44 paveiksle — I ir III pranašumus. 

L. Bankoff laiko savo sprendinį geresniu už pateiktąjį 40 pa- 
veiksle, nes čia jis gauna trumpesnius maksimalius jojimo nuotolius. 
Galimas dalykas, kad tarp visų I—IV sąlygas tenkinančių sprendinių 
40 paveikslo sprendinys pateikia trumpiausius maksimalius nuoto- 
lius. Ar suprantama skaitytojui taip iškelto klausimo prasmė? 

(48, 49) [x] reiškia ans sveikąjį skaičių, ne didesnį kaip x; pavyz- 
džiui, [5, 7)=5 ir [6]= 
(52) C. A. B. Smith o (1947). 
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Blanche Descartes rado paprastesnį būdą (Eureka, Nr. 13, 1950 m. 
spalis). | 

A. M. Rusiecki pateikė paprastą būdą, kaip rasti netikrus pini- 
gus, pasveriant tris kartus; tik turi būti žinoma, kad iš 14 monetų 
0, 1, 2, ..., 13 yra viena netikra moneta (kuri gali būti sunkesnė 
arba lengvesnė už kitas) ir ji ne O-inė. Svarstyklėmis nustatomi trys 
skirtumai, dedant kiekvieną kartą į abi lėkštes po 5 pinigus: 


а= (0, 6, 8, 10, 12)—(5, 7, 9, 11, 13), 
b=(2, 4, 5, 7, 12)—(0, 3, 6, 11, 13), 
c=(0, 4, 5, 10, 11)—(1, 2, 7, 8, 13). 


Tegu bus a, b, c lygūs +1, kai nusveria kairioji lėkštė, —1, kai 
nusveria dešinioji lėkštė, ir pagaliau 0, kai abi lėkštės išlaiko pu- 
siausvyrą. Apskaičiuojame 


n=(9a+3b+c) (—1)*+?*°, 


Tuo atveju, kai n“-0, skaičius л reiškia numerį monetos, kuri 
sunkesnė už kitas; kai n< 0, skaičius л reiškia numerį monetos, kuri 
yra lengvesnė už kitas. 

(59) G. Pólya, L'Enseignement Mathématique, 4 (1919), p. 355—379. Lygia- 
kraščio trikampio savybė, kad bet kurio vidinio taško atstumų nuo 
kraštinių suma pastovi, yra Viviani teoremos tvirtinimas. 

Rodyklės krypties pakeitimas atitiktų prielaidą, kad iš pradžių 
vyko rinkimai, kurie davė aukštesnįjį tašką ir rezultatą (1, 2, 2), 
o paskui — žemesnįjį tašką ir rezultatą (2, 2, 1). Šiuo atveju partija 
A netektų balsų ir laimėtų mandatą, priešingai tam, ką teigėme tekste. 
Šis keblumas sprendžiamas taip: mes juk tvirtinome, jog negali atsitikti 
taip, kad mandatas tos partijos, kuri laimėjo balsų, tektų partijai, 
netekusiai dalies balsų; bet mes netvirtinome, kad partija, praradusi 
balsų, negali iš viso gauti papildomo mandato; apgręžtoji rodyklė 
reiškia, kad partija A laimi mandatą, kurį praranda partija C, taip 
pat netenkanti dalies balsų. Taigi neiškyla prieštaravimas, nes partija 
gali laimėti mandatą, nors balsuojančių už ją sumažėja, ir būtent, tą 
mandatą, kurį taip pat praranda kita partija, sumažėjus jos balsų 
skaičiui. 

(60, ..., 81) Žr. (2). 

(82, 83) Šis klausimas nagrinėjamas tame pačiame skyriuje, kaip ir 280 pa- 
veikslas. Autorius pateikė jį savo studentams, atsakė K. Florek ir kiti. 

(83, 84) Logaritminės liniuotės principą pateikė 1623 m. E. Gunter. 1671 m. 
S. Partridge išrado prietaisą, panašų į šiandieninę logaritminę liniuotę. 
Jeigu sandauga peržengtų skalės ribas, reiktų, užuot pastūmus 1, pa- 
stumti skaičių 10 virš pirmojo dauginamojo. 

(86, 87) Lęšių dėsnį nustatė 1693 m. garsus anglų astronomas Edmond Halley 
(1656—1724). 

(88) Minoritas Marin Мегѕеппе (1588—1648) bandymais išvedė tiesios 
ištemptos stygos virpėjimų dažnumo formulę. Ji galioja centimetro — 
gramo — sekundės sistemoje; jeigu jėga P išreikšta svorio vienetais, 
reikia ją, prieš įrašant į formulę, padauginti iš pagreičio 981 cm/s’. 

(102) L. Schnirelmann, Uspechi Matematičeskich Nauk, 10 (1944), p. 34— 
44. Šis darbas buvo jau publikuotas rinkinyje: Sbornik rabot matema- 
tičeskogo razdiela sekcii jestestwennych i točnych nauk kom-akademii, 
Maskva, 1929. Soviet Mat., 1905—1935. 

(103, 104) Н. Steinhaus, Mitteilungen der Sächsischen Akad., 82 (1930), p. 
120—130. Przegląd Geogr., 21 (1947) pateikia to paties autoriaus pasta- 

NL; 


bą, kur vidutinis srities nuolydis g apibrėžiamas lygtimis tg g=h В 
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B yra srities plotas, h—dviejy gretimų lygių statmeniškas atstumas, 
L;—i-tosios eilės ilgis. Žr. to paties autoriaus straipsnį rinkinyje Comp- 
tes Rendus de la Soc. des Sciences et der Lettres de Wroclaw, série 
B, 1949, kur buvo apibrėžtas n eilės ilgis, kad būtų galima jj taikyti, 
sprendžiant geografinius klausimus. 

(110, 111) Italų geometras L. Cremona ir anglų fizikas James C. Maxwell 
apie 1875 metus nustatė „grafinę statiką“, kuri remiasi jėgų atvirkš- 
tiniu planu. Šis metodas supaprastino geležies konstrukcijų skaičia- 
vimą, pavyzdžiui, Eifelio bokšto skaičiavimus. 

(113—115) 1. Grochowska, ,,Czynniki ekologiczne i rozmieszczenie geogra- 
ficzne wątrobowcėw Beskidu Sląskiego“. Polska Akademia Umiejėt- 
ności, Wydawnictwa Siqskie, Prace Bioiogiczne Nr. 2 (i950), p. 1—72. 

W. Stešlicka-Mydlarska, „Stanowisko systematyczne człowieka z 
Ngan-Dong". Ann. Univ. M. C.-S., Sectio C; II, 2 (1947), p. 37—109+ 
I—VIII. Lenkijos Mokslų Akademijos matematikos instituto grupė 
„Bendrieji ргіќаікутаі" sukūrė šį metodą, ir jis vadinamas ,,taksonomia 
wrocławska”. 

(122) René Descarjes, analizinės geometrijos kūrėjas, mini šią spiralę laiške 
Mersenne 1638 m. Logaritminė spiralė sutinkama gamtoje, kai orga- 
nizmas auga taip, jog išlaiko panašumą savo pavidalui bet kurioje 
ankstesnėje vystymosi stadijoje. Žr. D'Arcy W. Thompson, Science 
and the Classics, Oxford University Press, 1940, p. 114—147. 

(123) Spiralės lygtis yra г=ае°® (е=2,71828..., c=0,274411..., a — bet 
koks skaičius), г yra atstumas nuo židinio ir ф — kampas tarp liesti- 
nės ir pastovios krypties. Kampo tarp laivo kurso ir tiesės, jun- 
giančios laivą su židiniu, dydis lygus 74 °39/12”. 

(125) Archimedas (287—212 m. pr. m. e.) — vienas didžiausių visų laikų ma- 
tematikų, apskaičiavo apskritimo ilgio, santykį su skersmens ilgiu trijų 
dešimtainių ženklų tikslumu. Jis nustatė plūduriuojančių kūnų dėsnius 
ir padėjo pagrindą aukštajai matematikai. Žr. W. W. Rouse Ball, 
A. Primer of the History of Mathematics, 4th edition, Macmillan and 
Co., London, 1895. ' 

(134) Žr. A. Н. Stone ir J. W. Tukey apie apibendrintąją „sumuštinio“ teore- 
mą: Duke Math. Journal, 9 (1942), p. 356—359, іг Н. Steinhaus, 
Fundamenta Mathematicae, 33 (1945), p. 245—263. 

(136) Mikalojus Kopernikas (1473—1543), didysis astronomas, įrodė, kad pla- 
netos skrieja aplink Saulę ir kad Žemė taip pat paklūsta šiam dėsniui. 
Jo veikalas De revolutionibus orbium coelestium buvo išleistas 1543 m. 

(139—143) Johann Bernoulli (1667—1748), vienas aukštosios matematikos kū- 
rėjų, iškėlė 1696 m. brachistochronos, arba trumpiausios kritimo lini- 
jos, problemą ir ją kitais metais išsprendė. Rato kampinis greitis 
о, jo spindulys r ir sunkio jėgos pagreitis g susieti formule 9 = го?. 

(149) Problema, iškelta Tarybų Sąjungos aukštųjų mokyklų studentams. 
Uspechi Mat. Nauk., 3 (1948), Nr. 2 (24), p. 239. 

(150) K. Zindler, „Über konvexe Gebilde, II, leidinyje Monatshefte f. Math. 
u. Physik, 31 (1921), p. 25—29 pastebėjo, kad, be apskritimų, yra ir 
kitokių kreivių, kurių stygos ilgius, taip pat ir plotus dalija pusiau. 

Н. Auerbach, „Sur un probleme de M. Ulam concernant 1'ёдиі- 
libre des corps flottants“, Studia Mathematica 7 (1938), p. 121—122. 

(155) Bernardinas Pinturiočis (Bernardino Pinturiocchio) (1454—1513) paveiks- 
las „Odisėjo grįžimas“ (Nacionalinė galerija, Londonas); autorizuota 
reprodukcija. 

(158) Н. Steinhaus, „Sur la localisation au moyen des rayons X“, Comptes 
Rendus de l'Académie des Sciences, Mai 1938. U. S. Patent Office 
Nr. 2, 441—538, 1948 m. gegužės 11 d.: Pašalinių kūnų lokalizavi- 
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mo metodai ir prietaisai (Method of and apparatus for localizing 
foreign bodies). 

Apie optinį daiktų lokalizavimą ir jo pritaikymą: „Archiwum Lw. 
Tow. Naukowego III, 9 (1938), p. 335—343. Urząd Patėntowy Rzeczy- 
pospolitej Polskiej, patentas Nr. 34108, paskelbtas 1938 m. kovo 
8 d., suteiktas 1950 m. balandžio 29 d. 


(164—165) Išrado Janas Mikusinskis. 


(170, 171) K. W. Pohlke nustatė šį dėsnį 1858 m. ir 1860 m. jį paskelbė 
be įrodymo. Elementarų įrodymą pateikė H. A. Schwarz Journal f. rei- 
ne und angewandte Mathematik 63 (1864), p. 309—314. 


(172, 173) Greitai sukant tokį modelį, pasirodo nelauktos juodos linijos. 
Tai klaidžiojantys tariamieji kraštų susikirtimo taškai. 

(182, 183) M. M. Brūckner, Vielecke und Vielflache, Leipzig, 1900, p. 130. 
Rombo smailiojo kampo kosinusas lygus 1 

(191—211) A. Łomnicki, O wielościanach umiarowych, Bibl. Matematyczna 
Ksiaznicy-Atlasu, Nr. 9. Penkių taisyklingų kūnų tūriai (briaunos 
ilgis a) yra šie: 


„V2 gs V2 . gs 15+7 05. os 58+ V5) 
a Ne | ' тилсе | мыл ne ee SS eee 
12 3 4 12 
Zr. H. S. M. Coxeter, Regular Polytopes, New York, 1949, p. 22. 
Apie tankiausią lygių rutulių išdėstymą erdvėje rašė St. Kulczycki 
žurnalo Parameter priede Młody Matematyk, 1931 m. Nr. 4—5, 
p. 61—69. 
(213) Prof. H. Karlas, paėmęs saują cigarečių pademonstravo tankiausią 
skritulių išsidėstymą ir parodė, kaip spaudžiant jų skritulio pavidalo 
skersiniai piūviai deformuojasi į šešiakampius. 


339 pav. 


(221) Šio dodekaedro paviršiai dėl kristalografinių priežasčių negali būti 
taisyklingi penkiakampiai. Žr. Coxeter, cit. veik., р. 63. 

(225) Ten pat, p. 69. 

(231) Ten pat, p. 96. 

(233—234) Mėnulio vaizdą (teleskope atvirkščią) nufotografavo Paryžiaus ob- 
servatorija 1898 m. balandžio 26 d. 19 val. 09 min. 

(235) M. Warmus'o pastaba. 

(237) G. Mercator (1512—1594). Nėra projekcijos, kuri paliktų nepakeistus 
ilgius. 

(243—246) Trečiąjį kūgį rado R. Nowakowski. 

Zenobia Mazur rado dar daugelį kitų kūgių, pavyzdžiui, kūgį, 

susidarantį iš trikampio pavidalo mozaikos (64 pav.), arba kūgį, gau- 


namą, sudedant kartu dvi kvadratinio pavidalo mozaikas. Matematyka 
Nr. 1(29), 1954. 
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(257—260) Šios kreivės lygtis y=asin bx. Funkciją „sin“ pirmasis ėmė var- 
toti Aleksandrijos astronomas Ptolemėjus antrajame mūsų eros šimt- 
metyje. 

(262) Šią elektrokardiogramą gavo Vroclavo Medicinos Akademijos profe- 
sorius Dr. H. Kowarzyk. 

(267) Planetų skriejimo dėsnius 1609 m. nustatė J. Kepleris (1571—1630). 


(274, 275) Jeigu = lygus pastoviam dydžiui, kuris didesnis arba ma- 
e: 


žesnis už 1, tai gaunamas kitoks hiperbolinis paraboloidas, negu 
pateiktas aprašytoje konstrukcijoje. 

(277) Šis minimalaus paviršiaus kūnas vadinasi katenoidas. Panarinus bet 
kokios formos rėmą j muilo skiedinj, gaunamas to rėmo apribotas 
minimalus paviršius. 

(279, 280) F. Minding (1806—1885) rado šį paviršių. F. Beltrami (1835—1900) 
buvo nuomonės, kad tokiame paviršiuje gyvenančios būtybės laikytų 
natūralia Lobačevskio neeuklidine geometriją, kurioje trikampio kam- 
pu suma mažesnė kaip 180°. N. Lobatevskis (1793—1856) ir J. Bolyai 
(1802—1860) nustatė, kad yra neprieštaringų geometrijų, skirtingų nuo 
Euklido geometrijos. (Žr. (29—31), IV sk., § 9.) 

(280—288) Coxeter, anksčiau minėtas veikalas, p. 5—12. Jeigu nauja linija 
prasideda duotoje viršūnėje, o antrasis jos galas sudaro naują vir- 
šūnę jau turimoje linijoje, tai K ir P padidėja 1, o L— dviem vie- 
netais ir formulė K+P=L+1 lieka teisinga. Tačiau jeigu abu naujos 
linijos galai sudarytų jau turimos linijos dvi naujas viršūnes, tai K 
padidėtų dviem, P — vienu ir L— trimis (viena nauja linija ir dviejų 
turimų linijų dalys)— ir vėl tiktų Oilerio formulė. Pagaliau gali pasi- 
taikyti atvejis, kad naujoji linija prasidėtų sienos tinkle ir užsibaigtų 
„lauke“; šiuo atveju nauja linija nesudarytų naujos srities ir P liktų“ 
nepakitęs. K ir L tada kartu padidėtų 1, kai naujoji linija būtų prasi- 
dėjusi vienoje turimųjų viršūnių, kaip 285 paveiksle, arba kartu K ır 
L padidėtų 2, tuo atveju, kai naujosios linijos pradžia yra naujoje 
viršūnėje. Abiem atvejais Oilerio taisyklė yra teisinga. 

(284) Е. Frankl ir L. Pontrjagin, Mathematische Annalen, 102 (1930), p. 785— 
789. 

(298, 299) J. B. Listing (1808—1882) išleido 1847 m. pirmą knygą apie to- 
pologiją. Žr. (31), V sk. 

(302) Mazgų atrišimo problemą autoriui pateikė K. Borsuk. Dėsnį apie mazgų 
pastovumą (invariantumą) įrodė H. Schubert, Sitzungsberichte der Hei- 
delberger Akademie der Wissenschaften, Math.-Naturwiss. Klasse, 1949, 
treciasis praneSimas. 

(306) A. Е. Möbius (1790—1868). Kaspinas pasirodo jo Werken, t. 2 (1858), 
p. 519. 

(314, 315) Keturių spalvų problemą 1840 m. nagrinėjo Möbius. Visiems 
žemėlapiams, kurie apima mažiau kaip 35 sritis, ją įrodė Philip Franklin, 
Journal of Mathematics and Physics, 16 (1937), p. 172—184. Hivudo 
dėsnis, jog penkių spalvų pakanka visiems žemėlapiams, paprastai 
įrodytas (31) priede prie V sk. Septynių spalvų teorema nagrinėjama 
(24, 25), p. 235. 

(321) H. Lebesgue paskelbė leidinyje Mathematische Annalen, 70 (1911), 
p. 166 ir t. t., įrodymas nepagrįstas; įrodė L. E. J. Brouwer žurnale 
Journal f. reine und angewandte Mathematik, 142 (1913), p. 150 ir kt. 


(322) Paskelbė S. Ulam ir įrodė K. Borsuk leidinyje Fundamenta Mathema- 
ticae, 20 (1933), p. 177—190. 
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(323) L. E. J. Brouwer — olandy matematikas. 

(324) Adiabatinį dėsnį įrodė S. D. Poisson (1781—1840), Boilio dėsnis: 1662. 
(326) Žr. (32, 33). 

(327) J. G. Smith ir A. J. Duncan, Sampling Statistics and Applications, New 


York, McGraw-Hill, 1945, p. 137—152. 


(328) Galtono lenta. 
(331) I. B. Trevan, Proceedings of the Royal Society, t. 101 (1927), p. 483. 
(332, 333, 334) A. J. Lotka, Elements of Physical Biology, Baltimore, Williams 


(335) 


and Wilkins, 1925. Jis nurodo 70 puslapį: H. G. Thornton, Annual of 
Applied Biology, 1922, p. 265; p. 74: H. S. Reed ir R. H. Holland, 
Proceedings of the National Academy of Sciences, 5 (1919), p. 140; 
p. 360: American Reference Book, 1914, p. 235, World Almanac, 
1921, p. 277, Statistical Abstracts, 1920, p. 814; p. 103: Tables of 
Glover. Pasinaudodamas aukščiau išvardintais darbais, Lotka apskai- 
čiavo funkcijas; mūsų brėžiniai remiasi šiais duomenimis. 

Е. E. Croxton and D. I. Cowden, Applied General Statistics, New 
York, Prentice-Hall, 1946, sk. 16, p. 452—458; žemėl. 171, p. 457. 
Kreivę atrado belgų matematikas Verhulst. Žr. Raymond Pearl, The 
Biology of Population Growth, New York, A. K, Knopf, 1925, sk. XVIII. 
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